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AVVERTENZA 

PREMESSA NELLA PRIMA EDIZIONE 



Per comodo di que giovani che in questo Collegio Romano 
attendono per tre anni allo studio della Filosofia, esce ora 
(Ottobre 1864) alla luce questo corso di Meccanica razionale, 
quale fu preparato per loro uso e dettato nelle lezioni di scuo- 
la fin dall'anno 1860. 

Voler qui entrare a discorrere parlitamente dell' ordine che 
si è seguito e delle materie che vi si trattano, come la slimia- 
mo una cosa superflua per quei che conoscono questa scienza, 
così la crediamo per gli altri non necessaria. Possiamo dire 
che abbiamo posto ogni cura, acciocché dentro i brevi confini 
di un anno scolastico s' abbiano i giovani quel più e quel me- 
glio che si richiede a mettere in questa scienza un buon fon- 
damento. A questo fine medesimo e per loro utile esercizio a 
ciascuna teoria abbiamo sempre soggiunto la soluzione di al- 
cuni problemi, perchè gli studiosi apprendano così coli' esem- 
pio a sapere applicare ai casi pratici le formole astratte. E qui 
vogliamo avvertire che la più gran parte di questi esempii o 
problemi li abbiamo tratti dalla copiosa ed erudita raccolta in 
due volumi che il P. M. Jullien, nostro confratello di Francia, 
ha pubblicato appositamente per questo oggetto. Noi nello 
sceglierli per lo più ci siamo tenuti a quelli in particolare, la 
cui soluzione essendo semplicemente accennala nel risultalo, 
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richiedevano per parte nostra lo sviluppo necessario del razio- 
cinio e del calcolo; e con ciò crediamo di aver fatto cosa utile 
ai giovani principianti, spianando loro la via alla soluzione di 
altri problemi, se vorranno consultare quell'opera invero ec- 
cellente e meritamente lodata da tutti i dotti. 

Al principio e alla fine di questo corso abbiamo aggiunto 
due parti. La prima è un 1 introduzione sulla geometria anali- 
tica e sui principii di calcolo differenziale e integrale: questa 
era necessario premetterla per avviare nel cammino della 
Meccanica coloro che di matematica non hanno studiato nel 
primo anno che i soli elementi. 11 metodo che abbiamo ado- 
perato in questi principii è quello delle quantità infinitamente 
piccole, come quello che nell'insegnamento abbiamo sperimen- 
tato riuscire più facile a chi incomincia: il metodo dei limiti 
e il complemento del calcolo superiore ci riserbiamo sempre 
di darlo nella scuola a ciò destinata del terzo anno dopo lo 
studio della Meccanica. L'altra parte è un'appendice che con- 
tiene i principii di Acustica e di Ottica: la brevità che ci era- 
vamo prefìsso, ci ha consigliato di tenerci alle cose più ne- 
cessarie a sapere; con tutto ciò anche con questo poco credia- 
mo di aver fatto cosa utile ai giovani che nel terzo anno ascol- 
tano le lezioni di Astronomia, e che di questa guisa avranno 
veduto le parti principali della Fisica Matematica. 



Nella presente edizione abbiamo in tutto conservato l'ordine 
già tenuto nella edizione precedente; solo abbiamo distribuito 
la materia in due volumi, e l'abbiamo divisa in un numero 
maggiore di paragrafi e di capi, avendo accresciuto notabil- 
mente l'opera in ogni sua parte. Le cose qui aggiunte o sono 
teorie non esposte nella prima edizione, o sono nuove dimo- 
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strazioni di forinole già stabilite con altri principii, o in fine 
sono applicazioni di quelle teorie novelle e di queste formolo 
antiche. Lo scopo principale delle aggiunte è stato poi questo, 
che nel nostro corso si contenessero tutti quei capi della Mec- 
canica che generalmente si sogliono insegnare nelle Univer- 
sità* anche più riputate, e le diverse materie vi fossero svolte 
e trattate a quel modo onde si svolgono e si trattano nelle 
scuole anche superiori di Matematica: nondimeno chi non 
avesse tempo di percorrerne ogni parte, nè forza o voglia di 
elevarsi allo studio delle teorie più alte, lasciando da parte le 
dottrine sviluppate coi sussidii del calcolo differenziale ed in- 
tegrale, troverebbe nel nostro corso anche un compendio di 
Meccanica elementare, quale si costuma di studiare nei Licei 
civili e nei Seminarii ecclesiastici. Faccia Iddio che come è 
stato nostro intento nel condurre e compiere l'opera pre- 
sente, così riesca essa a gloria maggiore di Lui e a vantaggio 
scientifico dei giovani studenti. 
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A fine di provvedere al bisogno di quei giovani, i quali non 
hanno allcso che alla Matematica elementare nel primo anno di Fi- 
losofia, poniamo qui innanzi alcuni principii di Geometria analitica 
e di Calcolo infinitesimale che aprano la via e servano d'introduzio- 
ne sì alla Meccanica, come alle altre parti della Fisica Matematica. 



PRINCIPII 

DI 

GEOMETRIA ANALITICA 



I. Coordinate rettilinee e polari di un punto In una 

superitele piana. Sieno XX' , YY' (fig. l. a ) due rette indefini- 
te, o due assi fissi che s'intersecano in A sotto un angolo qualun- 
que ; e da un punto M del piano XAY si conducano due rette UH 
ed MK, rispettivamente parallele ai due assi : queste rette, computa- 
te sino al loro incontro cogli assi in H e K, determinano manifesta- 
mente la posizione del punto M rispetto ai medesimi assi, e si chia- 
mano in genere le coordinate rettilinee del punto. La retta MH, 
ovvero AK —x dicesi in ispccie rosetta!, e la retta MK — y, ov- 
vero AH l'ordinata del punto M ; XX' è detto l'asse delle ascisse, 
YY' Yasse delle ordinate, e il punto A l'origine o il principio delle 
Voi. I. 1 
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coordinate. Gli assi insieme colle coordinale sono ortogonali, se si 
tagliano ad angolo rollo ; al tramenio sono obliqui: ma in arabidue 
i casi le ascisse e le ordinale per convenzione si considerano come 
positive o come negative, sceondoehc le une si dirigono verso X o 
verso X', e le altre si trovano al di sopra o al di sollo dell'asse XX'; 
e così facendo variare x ed y da - x a + x, possiamo determi- 
nare la posizione di tulli e singoli i punti del piano. 

Allo stesso scopo valgono ancora le coordinale polari. Xel pia- 
no XAY prendasi un punto fisso A, e sia pur fissa la retta o l'asse 
XAX': le due quantità AM = ? ed MAX — w, cioè la disianza di 
un punto M dal punto fisso e l'angolo elio forma la medesima di- 
stanza collasso dalla parte X, si appellano le coordinale polari 
del punto mobile, e bastano a definirne la posizione nel piano. Si 
dà il nome di polo al punto A, di asse polare alla reità XAX', di 
raggio vettore alla disianza AM, e di angolo direttore all'ango- 
lo MAX: ad ottenere tulli i punii del piano, è d'uopo che si fac- 
ciano variare per modo di continuità le due quantità p ed u>, l'una 
dallo zero sino all' infinito, l' alit a da 0° a 3C0°. 

Determiniamo subito la distanza di due punti M ed M' nel piano 
XAY, per mezzo delle loro coordinate ortogonali i\ y edx'tf. Con- 
dotta la retta M'D parallela all'asse delle ascisse, nel triangolo ret- 
tangolo DMM' i due cateti M'D ed MI) equivalgono evidentemente 
alle due differenze (x — x') ed (y — t/'ì; dunque la distanza MM'= / 
tra i due punti si determinerà colla forinola 

' = \/{x-x'y->r(y— jf)\ 

Questa equazione è generale; perche viene sempre riprodotta sotto 
la stessa forma, qualunque sia la posizione relativa dei due punii M 
ed M', e in qualunque dei quattro angoli retti A sieno essi colloca- 
ti : nella medesima equazioue basta che secondo la diversa posizio- 
ne dei punti rispetto agli assi, si tenga conto del cangiamento dei 
segni che avviene alle coordinale ; e si conehiudc generalmente che 
in un sistema dt assi rettangolari la distanza di due punti in un 
piano è uguale alla radice quadra della somma dei quadrati del- 
la differenza tra le coordinate omologhe dei medesimi punti. 
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PRINCIPI] DI GEOMETRIA ANALITICA 3 
li. Relazioni tra le coordinate ortogonali e le coordi- 
nate si olill<i»c come polari. In un medesimo piano si tirino gli 
assi ortogonali AX, AY (fig. SS.*) e gli assi obliqui A'V, AT; c sia 
M un punto del piano ehe abbia per coordinate x = AK, y = MK 
nel primo sistema di assi, ed x' = A'K', y' = MK' nel secondo : 
dinotiamo con x 0 , .y 0 le coordinate AB, A'B della nuova origine A' 
relativamente agli assi ortogonali; e con (x'x), (y'x) gli angoli (he 
fanno A'X' ed AT con AX. Condotte le rette A'C, K'D parallelo al- 
l'asse AX, e la retta K'C parallela all'asse AY, abbiamo 

x = AK = AB 4- A'C 4- K'D, y = MK = A'B 4- K'C 4- MD ; 
ossia 

j x — x 0 4- x 1 cos (x'x) 4- y' cos (y'x) , 

iti 

f y —y 0 -^- x' sen (x'x) -+- y' sen (y x) ; 

e queste formole come ci dànno la prima delle relazioni ricer- 
cate, così servono a trasformare le coordinate di rettangolari in 
oblique. 

Quanto all'altra relazione, prendasi per polo l'origine A, e l'asso 
delle ascisse AX per asse polare : indicando con p ed w il raggio 
-vettore AM e l'angolo direttore MAX, dal triangolo rettangolo AKM 
ricaviamo immediatamente le formole 

x — p cos 0» , y = p sen io , 

per mezzo delle quali si fa passaggio dalle coordinate rettilinee e 
ortogonali alle coordinale polari. Queste formolo poi innalzate al 
qu idrato e sommate insieme, ed ancora divise luna per l'altra, ci 
somministrano le due relazioni inverse 

p = vV 4- y* , w = are tang 4 ; 

x 

cioè i valori delle coordinate polari, espressi per le coordinate ret- 
tilinee ed ortogonali. 

HI. lunazione della linea retta. Ciascun punto di una li- 
nea retta o curva, disegnata in un piano, deve avere le proprie co- 
ordinate x ed y\ e queste coordinale sono connesse tra loro con una 
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certa relazione, la quale derivandosi dalla proprietà carattcrislica 
o dalla definizione geometrica della linea descritta, deve mantener- 
si invariabile per tulli i punti della medesima linea. Ora la formola 
in cui è posta la relazione costante tra le coordinate variabili dei 
punti di una data linea piana, ci rappresenta la stessa linea e suole 
chiamarsi la sua equazione. 

Perciò che s'appartiene alla linea retta RU ffig. 3."), posta nel pia- 
no XOY e riferita agli assi ortogonali XX', YY'; sieno x = OKcd 
y =MK le coordinale di un suo punto M: indicata con a la tangen- 
te dell'angolo MAX che forma la retta col positivo asse delle ascis- 
se, e con b l'ordinata BO che risponde all'origine, dal triangolo ret- 
tangolo AKM si ottiene 

^^tangMAX, ossia x _* X{y =a, 
e per conseguenza 

y z= ax -4- a . AO : 

ma a cagione del triangolo ABO pur rettangolo in 0, abbiamo evi- 
dentemente a . AO = b ; dunque 

(2) y = ax-hb, 

che è una equazione di primo grado rispetto alle variabili x ed y, 
c rappresenta la linea retta RR. Quindi in una lìnea retta, nella 
supposizione degli assi ortogonali, l'ordinata di un suo punto qua- 
lunque è uguale al prodotto della ascissa corrispondente per la tan- 
gente trigonometrica dell'angolo che la retta fa coli' asse positivo 
delle ascisse, aggiuntavi l'ordinata alla origine. 

Quindi 1.° se la retta passasse per l'origine delle coordinate, es- 
sendo b~ 0, la sua equazione sarebbe semplicemente 

yr=ax. 

2.° Se poi la retta passasse per un punto C, che abbia per coor- 
dinate x t edt/,; allora oltre all'equazione (2), sussisterebbe pure 
rispetto a quel punto l'equazione 

y t =ax t ^b : 
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laonde dai membri della prima equazione sottraendo i membri cor- 
rispondenti della seconda, otteniamo una nuova equazione 

dalla quale sarà rappresentata la linea retta che passa per il punto 
dato 

3. " Se ora cercasi l'equazione di una retta R'R\ la quale sia pa- 
rallela alla retta RK rappresentata dall'equazione (2); fatto B'O = b\ 
si avrà generalmente 

y -^xizfìg B'A'X-f-6': 

ma è per condizione tang B'À'X = tang BAX = a; dunque l'equa- 
zione della retta parallela sarà 

ax -4- b'. 

4. ° Che se domandasi l'equazione di una retta NN', la quale sia 
perpendicolare alla medesima retta RR; espressa con b" la distan- 
za IVO del punto N' dall'origine, varrà generalmente la forinola 

# = a; tang iVISX : 

ma per ragione dell'angolo retto in C, si ha ancora tang IN'NX = 

l'equazione della retta perpendicolare sarà 

1 ut 
V = X+> b". 

Pertanto la condizione necessaria e sufficiente, perchè le due rette 

y = mx ■+■ c , y = m r x -4- c' 
sieno tra loro perpendicolari, consiste nell'adempimento della equa- 
zione m = — -ì > ovvero wm'-h 1 = 0: come nella equazione (2) la 
in 

costante o, così in queste ultime equazioni le quantità m ed m' si 
dicono coefficienti angolari o di direzione. 

IV. Abbiamo veduto che una linea retta è rappresentata da una 
equazione di primo grado relativamente allo coordinate de' suoi 
punti; vediamo ora per converso come una equazione di primo gra- 
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do in ordine alle due variabili x ed y rappresenti sempre, ovvero 
abbia per suo luogo geometrico una linea reità: dicesi luogo geome- 
trico di una data equazione la linea retta o curva, che corrisponde 
alla medesima equazione; e in generale si chiama sempre un luogo 
geometrico la serie di tulli quei punii, i quali godono di una pro- 
prietà comune. — Le equazioni di primo grado tra le due variabili 
x ed considerale come coordinate ortogonali di un punto nel pia- 
no di due assi (fig. 3. a ), possono ridursi tulle evidentemente alla 
forma generale 

AaM-B?/-4-C=0: 

ora in questa equazione generale non possiamo supporre che i coef- 
ficienti delle due quantità variabili sieno nulli simultaneamente; 
perchè falla una tale supposizione, sarebbe zero anche la costante 
C, e così l'equazione riduccndosi a una identità non avrebbe ve- 
ni n significato. 

Pertanto supponiamo in primo luogo che si abbia solo A = 0, 
ovvero B = 0 : la equazione generale prenderà le rispettive forme 
\\y C = 0, \x -h C ~ 0 ; ossia y = b,x=zc, dove b e c espri- 
mono i rapporti di — C alle due costanti B ed A. La prima forma 
y — b rappresenta il luogo geometrico di un punto, che per qua- 
lunque ascissa ha una ordinata costante ed uguale a /;; la seconda 
formi x~c rappresenta il luogo di un punto, che per qualunque 
ordinala In un' ascissa costante ed uguale a c : il luogo dunque di 
y = b sarà evidentemente una reità parallela all' asse dalle ascisse, 
e quello di x = c sarà mia rctla parallela all'asse delle ordinale; 
e dopo di aver condotti in un piano i due assi rettangolari XOX' ed 
YOY', si costruirà l'uno e l'altro luogo geometrico, prendendo so- 
pra gli assi da una parte o dall' altra della origine, secondo i di- 
versi segni di b c c, una lunghezza OB = b ed OA = c, e menan- 
do per i punii B ed A due rette rispettivamente parallele agli assi 
XX' e YV. Se insieme con A ovvero con B fosse nulla anche la 
quantità costante C, l'equazione generale diverrebbe y — 0, ovvero 
x = 0; e in tal modo rappresenterebbe l'asse delle ascisse, oppure 
quello delle ordinate. 
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V. Supponiamo in secondo luogo che non si annullino i eoellì- 
cieuti delle due variabili, ma che sia nulla ovvero diversa dallo ze- 
ro la quantità costante C: chiamato a il rapporto di — A a li, e 6 
quello di — C a B; 1" equazione generale di primo grado tra x ed y, 
che abbiamo scritta di sopra, assumerà le due forme 

y — ax, y^ax-hb. 

Per trovare il luogo geometrico della prima equazione, poniamo 
che il coefficiente o sia un numero per es. positivo; i punti della 
linea che si cerca, avendo allora le due coordinate di un medesimo 
segno positivo o negativo, saranno situali negli angoli XOV ed 
X'OV (lig. 3.*). Sieno II, II', II",.-- tutti punti della linea ancora 
incognita: in viriti della equazione y — ax dovendo essere le or- 
dinate di que' punii direttamente proporzionali alle ascisse, sussi- 
sterà la serie dei rapporti uguali ilK: OK = il'K': Ok' = U"K": 
0K"_^...; e perciò congiunti i punti H,H',11",.„ colla origine 0, 
riusciranno simili i triangoli HKO, ll'K'O, H'K"0,..., che han- 
no un angolo uguale compreso da' lati proporzionali. Nei mede- 
simi triangoli sono dunque uguali Ira loro gli angoli in 0 : vale a 
dire si confondono insieme le direzioni HO, Ii'0 , U"0, ecc.; e tro- 
vandosi così sopra una slessa retta i punii 11, H' , H", ecc., il luo- 
go geometrico della prima equazione sarà una retta che passa per 
la origine delle coordinate, e che si estende tra gli angoli XOV ed 
X'OV La retta si estenderebbe Ira gli angoli XOV ed X'OV, se il 
coefficiente a fosse negativo; e la conclusione sarebbe pur vera, se 
gli assi coordinati fossero obliqui, e il coefficiente a esprimesse il 
rapporto tra i seni degli angoli che per es. nel triangolo 11K0 si 
oppongono ai lati y ed x. 

Rispetto alla seconda equazione jf = ax ó, è chiaro che nei 
luoghi geometrici di questa equazione e della equazione y = ax , le 
ordinate rispondenti a una medesima ascissa differiscono tra loro 
di una quantità costante 6 : dunque per ottenere il luogo geometrico 
della equazione y — ax -+• b , basterà che le ordinale HK, H'K', 
I1"K", ecc. di tutti i punti della retta I10II", ossia y=ax 1 si 
accrescano o si diminuiscano di una stessa quantità secondo i di- 
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versi segni della costante b ; per cs. basterà che quelle ordinate si 
accrescano di HM , H'M', H"M", ecc., che sono tutte lunghezze 
uguali al valore numerico di b. Di tal modo i punti M , M', M", ecc. 
appartengono al luogo geometrico che si cerca; e siccome quei pun- 
ti manifestamente formano insieme una retta parallela ad HOH", 
così il luogo geometrico della seconda equazione y = a#H-6, al 
pari di quello della prima equazione y == ax, è una linea retta. 

Da lutto ciò che abbiamo discusso in questi ultimi numeri, si 
conchiude che dunque una equazione di primo grado, espressa per 
due quantità variabili e per quantità costanti, rappresenta in ogni 
caso una linea retta. Negli ultimi due casi le rette corrispondenti 
alle equazioni si possono condurre nel piano degli assi, o costruire 
nel modo seguente. Dalla equazione y = ax ■+■ b si ricava x = 

— ^- = c per 1/ — 0, ed y~b per x — 0; sono dunque cab 

rispettivamente l'ascissa e l'ordinata dei punti, in cui la retta da 
costruirsi incontra gli assi delle x e delle y : e poiché queste due . 
coordinate corrispondenti alla origine si conoscono, quando i coef- 
ficienti della equazione data sieno numerici ; perciò prese dalla ori- 
gine sopra gli assi delle ascisse e delle ordinate due lunghezze ri- 
spettivamente uguali alle quantità c e b in valore ed in segno, 
basterà congiungere con una retta le estremità di queste lun- 
ghezze, perchè sia descritta nel piano degli assi la retta y = ax 
Quanto poi alla reità y^ax che passa per la origine delle 
coordinate, si determina un secondo punto della medesima retta, 
coli' attribuire all'ascissa x un valore particolare h: fissala nel pia- 
no la posizione del punto (x=^h,y~ ah), la retta che si vuol co- 
struire, sarà quella che unisce cotesto punto colla origine delle 
coordinate. 

VI. liquazione alla periferia di nn elreolo. Sia f il rag- 
gio del circolo; ed x, y dinotino le coordinale ortogonali di un pun- 
to M (fig. 4. a ) della circonferenza. Posta l'origine nel centro, il 
triangolo rettangolo CKM ci offerisce immediatamente la relazione 
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Se poi per origine delle coordinale si assume l'estremità di un 
diametro, cosicché i punti della circonferenza vengano riferiti al 
diametro AB e alla tangente AY, e sieno AK— x, MK = i/; allo- 
ra sapendosi che il perpendicolo abbassalo da un punto della cir- 
conferenza sul diametro è medio proporzionale tra i due segmenti 
di questo, l' equazione del circolo sarà y* — x [ir — x), la quale 
più semplicemente si scrive 

y* = ±rx — x\ 

In fine se l'origine delle coordinate si colloca in un punto qualun- 
que 0, fuori o dentro della circonferenza, nel piano del circolo; 
saranno a; — OH, y =s MH. Ora se si conduce il diametro AB pa- 
rallelo all' asse OX delle ascisse che incontri l'ordinala MH nel 
punto K, atteso il triangolo rettangolo CKM, sussiste la forinola 

CK* -4- MK* =: r' : e poiché designando con a e 6 le coordinate 
OD e CD del centro C, abbiamo CK = x — a, MK — y — ò; per- 
ciò la medesima formola riducesi all'equazione 

(«_«)•+(,_ 6)* = r«, 

la quale appartiene alla periferia circolare, e al pari delle due equa- 
zioni precedenti è di secondo grado relativamente alle due quantità 
variabili x ed y. Questa equazione che è la più generale nella ipo- 
tesi degli assi ortogonali, svolli i quadrali do' suoi termini, e fallo 
— 2a = A, — 26 : - B, a* -+- b % — r* = C, prende anche la forma 

(3) x' 4« y' A& -t- By ~4- C = 0 : 

onde nella equazione del circolo, in coordinate rettangolari, non 
si contiene punto il rettangolo xy delle quantità variabili; sono 
poi uguali tra loro in valore e segno, e possono per conseguenza 
ridursi alla unità, i coefficienti dei quadrati x* ed y\ 

VII. Viceversa una equazione di secondo grado in x ed y, che 
soddisfi a queslc due condizioni; cioè una equazione di secondo gra- 
do in coordinate rettangolari, che non contenga tra i suoi termini 
il rettangolo xy, e dove sieno uguali tra loro in valore e segno i coef- 
ficienti dei quadrati x* ed yV« rappresenta una linea, non può 
rappresentare che una ciremferenza di circolo. Infatti divisa la 
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equazione por il coefficiente identico dei quadrali x* ed y\ se pure 
un tal coelliciente non è già uguale alla unità, si otterrà prima la 
forma (3); aggiunte di poi ai membri di questa equazione le quan- 
1 1 

Ulà j-A* e ^B 1 , per completare i quadrati nei termini x 1 -h Ajc 
ed ìf -+* B/y, si farà passaggio alla forma 

Ora in questa ultima equazione il primo membro non è che la som- 
ma delle dilTerenze quadrate tra le coordinale omologhe di un punto 

1 1 

qualunque (#,»/) e del punto fisso ( — yA, — yBj nel piano di 

due assi rettangolari: e siccome una tal somma, giusta il teorema del 
numero (1), deve essere equivalente al quadrato della disianza tra i 
medesimi punii; così l'equazione, se rappresenta una line i, non potrà 
rappresentare nel piano degli assi che il luogo geometrico dei punti 

1 1 

(ir, y;, i quali distillo dal punlo fisso ( — -g-A, — y B) di una quan- 

/A 1 -4-B 1 

tilà costante ed uguale a V/ ^ C. Ma il luogo geometrico 

di questi punti è minifestamcnle la circonferenza di un circolo che 

1 1 

ha per coordinale del suo centro le quantità — yA , — -jB, e per 



raggio il valore y - C; dunque se la equazione proposta 

rappresenta una linea, non può rappresentare che la circonferenza 
di un circolo di centro e di raggio determinato. 

Ho dello: se pure l'equazione proposta rappresenta una linea; 
perchè l'equazione può anche rappresentare un solo punto, e può 
non avere alcun significalo geometrico , giusta le diverse condi- 
zioni del secondo membro della equazione (4), alla quale si è ri- 
dotta l'equazione primitiva. Se il secondo membro della equazione 
(4) è nullo, sarà pur nulla la disianza del punlo (x,y) dal punto 
1 1 

(—--A, — a-B,) , e si avrà la coincidenza di quel punlo con que- 
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sto; così verificandosi l'equazione solo per le coordinale x~ — ~X 
\ 

ed y = — ^-B, il suo luogo geometrico si ridurrà unicamente a un 

punto. Se poi il secondo membro della equazione (4) è negativo, 
sarà immaginaria la sua radice quadra, ossia (I) la distanza del 

1 1 

punto (x ,y) dal punto ( — y A, — w) B ì; perciò essendo impossibi- 
le la equazione e non verificandosi per le coordinate di alcun punto 
del piano, non rappresenterà nel caso predetto vermi luogo geo- 
metrico. Adunque perchè una equa/ione di secondo grado, ri- 
ducibile alla forma (3) del numero precedente, rappresenti real- 
mente una circonferenza di circolo, bisognerà che riesca positivo 
il secondo membro della equazione (4ì, cioè si adempia la condizio- 

Vili. Kqicaslonc tirila parabola tra Ir roonlinatr rrt- 

tlllnrr ed ortogonali. Rappresentino MN (Og. 5.*) ed MF una 
riga ed un filo di uguali lunghezze: la riga si applichi normalmen- 
te in N alla ietta immobile DI)'; e le due estremità del filo si stabi- 
liscano, l una nel punto M della riga, l'altra nel punto fisso F. Se 
fate scorrere la riga parallelamente a sè slessa lungo la retta DD', 
e nel medesimo tempo accompagnate il filo con uno stilo di manie- 
ra clic una sua parte si sovrapponga alla riga in Hwi, e l'altra ri- 
manga distesa in HF; è chiaro chela punta dello stilo descriverà in 
un piano col suo moto continuo un ramo eunilineo MHA, e quin- 
di nella medesima guisa un secondo ramo M'A, ciascun punto dei 
quali rami dista ugualmente dal punto F e dalla retta DD'. La curva 
MAM', composta di quo' due rami, si dice parabola ; il punto fisso 
F chiamasi foco della parabola, e la retta immobile DD' direttrice: 
di più la retta AX, condotta pel foco perpendicolarmente alla diret- 
trice, si appella asse della parabola; e il punto A, dove l'asse in- - 
contra la curva, ne è il vertice. È dunque la parabola una curva 
piana, nella quale ciascun punto dista ugualmente da un punto 
fisso che si chiama foco, e da una retta pur fissa che si appella 
direttrice. 
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Collocata nel vertice A l'origine delle coordinate, riferiamo la 
parabola al suo asse AX e alla retta AY, che menasi parallela alla 
direttrice: sieno x — AK, y = MK le coordinate di un punto qua- 
lunque M della curva; e prolungato XA in C, pongasi CF=p ed 
FM = p. Attesa la proprietà caratteristica della parabola, oltre al 
valore AF = AC = \p , ha luogo eziandio l'uguaglianza 

p = MN=AK-+-AC =*4- {p: 

innalzando al quadrato i due membri e confrontando il valore di p' 
che quinci risulla, coll'allro 

p" = MK 1 -4- (AK - AF)' =jf*-H(« — ip)' 

che ci somministra il triangolo rettangolo FKM, siamo condotti alla 
formola y* -+- (x — ip) 1 = («-+- la quale mediante la ridu- 
zione diviene più semplice 

(5) y' = %px . 

E questa l'equazione della parabola tra le coordinate x ed y com- 
putale dal vertice, l'ima nell'asse della curva, l'altra in una retta 
perpendicolare all'asse: la quantità 2p, onde si determina la para- 
bola, è delta parametro della medesima curva. 

Che se posto il principio delle coordinale net foco F, si risguar- 
di l'asse FX della curva parabolica come asse negativo delle ordi- 
nate, e la retta perpendicolare FX, come asse positivo delle ascis- 
se; distinte con x t ed y t le nuove coordinale positive o negative, 
rispetto a un punto qualunque II varranno le relazioni 

a; = AB ~ AF — FB = \p — y x , i/ = I1B = j- t : 

sostituiti questi due valori nella formola (5), si stabilisce una nuo- 
va equazione della parabola 

IX. Viceversa se tra le quautità variabili x ed y venga propo- 
sta l'equazione y* — e si cerchi il luogo geometrico della me- 
desima, o voglia costruirsi la curva in cui le coordinate dei singoli 
punti sieno tali da soddisfare a quella equazione ; per risolvere il 
problema, tirati prima ad angolo retto i due assi XX' ed YY' 
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(fig. 5.*), basterà prendere in XX' dal punto A diverse ascisso AK 
di arbitraria lunghezza; e messele successivamente nella data equa- 
zione invece delle x, applicar quindi nei punti K e in direzione pa- 
rallela ad YY' le ordinate reali y che ne derivano: le estremità II 
di tutte le ordinale KM, le quali possono per tal modo definirsi ed 
applicarsi, designeranno manifestamente altrettanti punti della cur- 
va che risponde alla equazione proposta; e questa curva sarà de- 
scritta nel piano XAY, o costruita per punti, quando le ordinate 
reali KM sieno abbastanza vicine tra loro, e si uniscano con un 
tratto continuo tutti i punti estremi M delle medesime ordinate. 

Or supposta la quantità p > 0, e scritta l'equazione sotto la 
forma 

apparisce chiaro 1.° che per x — 0 risulta pure y —0; 2.° che 
nel caso delle ascisse negative le ordinate sono sempre immagina- 
rie, e però ad esse come impossibili non risponderà vcrun punto 
della curva che si cerca; 3.° che per ciascuna ascissa positiva si 
hanno due ordinate reali, uguali e contrarie, le quali quanto al va- * 
lorc numerico vanno crescendo continuamente da x =■ 0 ad x — oo . 
Dunque il luogo geometrico o la curva dell'equazione proposta in- 
terseca l'asse delle ascisse nell'origine A, e tocca nel medesimo 
punto l'asse delle ordinale ; si distende inoltre verso la sola parte 
positiva X con due rami simmetrici e indefiniti, i quali vanno sempre 
più scostandosi quinci e quindi dall'asse di simmetria AX. Questa 
cuna che, come si vedrà nel numero (LXXXIl), deve rivolgere ad 
AX la sua concavità sì nel ramo supcriore AM, e sì nel ramo in- 
riore AM', non è altro che la parabola ; e il suo asse AX divide in 
parli uguali e ad angoli retti tutte le corde che, come MM', si con- 
ducono parallele alla tangente YY' nel vertice A : se poi di qua e 
di là dal vertice si prendono nell'asse le due parti AF ed AC uguali 
a ìp, e si mena pel punto C la retta DD' perpendicolare all' asse; 
sarà facile il dimostrare che ciascun punto della parabola trovasi 
ad uguale distanza dal foco F e dalla direttrice DD'. 
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In falli le disianze di un punto M dal foco e dalla dircllrice si 
esprimono per MF = V^mR 1 -H AK — AF)* = vV-4- (x — ffi 

4p / =; r -h i/>, ed M.\ = AK -h AC = x 
dunque quelle due disianze sono uguali fra loro. Dimostrala così la 
proprietà principale della parabola, si potrà essa descrivere nel 
piano XAY, o costruire con un movimento continuo, nella maniera 
che abbiamo indicala nel principio del numero precederne. E per 
chiarezza maggiore di ciò che diremo poco appresso, si avverta che 
qualunque altro punto, preso nel piano della parabola ma fuori 
di essa, è più distante dal foco che dalla direttrice, o viceversa e 
più distante dalla direttrice che dal foco. 

In vero se il puulo è esteriore alla parabola e si trova per es. 
in P, si conduca la perpendicolare PN sopra la diretti ice e si pro- 
lunghi sino all'incontro della curva in M: congiunto P col foco F, 
abbiamo MP -H PF > MF, ovvero MP -f- PF > MN; e tolta ai 
due membri la porzione comune MP, risulta PF > PN, e così il pun- 
to esterno P è più distante dal foco F che dalla direttrice DD\ Se 
poi il punto è interiore alla parabola e si trova per es. in P\ con- 
dotta allora sopra la dircllrice la perpendicolare P'iN che incontra la 
curva in M, e congiunto P' con F, nel triangolo P'MF si ottiene 
P'M + MF > P'F; ed essendo MF = MN, verrà P'N>P'F, cioè 
il punto interno P' dista più dalla direttrice DD' che dal foco F. 
Sono pur vere evidentemente le proposizioni inverse. 

X. Dalla equazione (3) s'inferisce la proporzione geometrica 

x : y = y : 3p ; 

cioè nella parabola il parametro è terza proporzionale dopo l'ascis- 
sa e l'ordinata di uno stesso punto. Il perchè chiamata q l'ordinata 
che corrisponde al foco, sarà 

ip:q = q:2p; 

donde si ricava p' = </\ e 2p = 2</: vale a dire che il para- 
metro della parabola equivale alla doppia ordinata, la quale pas- 
sa pel foco, ovvero alla corda condotta per il foco perpendicolar- 
mente all'asse. Dalla medesima equazione (5) s'inferisce pure un'al- 
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tra proprietà, vale a dire che nella parabola i quadrati delle di- 
verse ordinale, perpendicolari all'asse, stanno tra loro come le 
corrispondenti ascisse. 

XI. Uetodo per condurre la tangente In un punto 
della paranoia. Rinnovata la costruzione e ritenute le denomi- 
nazioni del numero (Vili), si congiunga il punto F (ig. <i. n ) con N, 
e dal punto M si abbassi il perpendicolo ME sopra FN; questa ret- 
ta ME che incontra l'asse in T, sarà tangente della parabola nel \ 
punto M ; giacché qualunque altro punto P, preso in quella retta 
indefinitamente prolungata, è siìuato fuori della curva. Di falli cala- 
ta la perpendicolare PQ sulla direttrice e guidale le rette 1\N c PF, 
nei triangoli uguali EMN, EFM dimostrasi NE — FE ; sono dun- 
que uguali eziandio i triangoli ENI*, EFP , e ci dànno PN = PF: 
ma nel triangolo rettangolo NPQ esiste PN>PQ; adunque sarà 
pure PF > PQ. Per la qual cosa trovandosi il punto P più distan- 
te dal foco che dalla direttrice, è manifesta (IX in fine) la verità 
della proposizione. 

Di più sono uguali tra loro gli angoli FMT, MTF ; dunque FT 
= MF — MN = CK, e conseguentemente AT = AK , KT =^ 2AK 
= 2x: cioè nella parabola la suttangente (con tal nome appellasi 
il segmento KT dell' asse, dalla ordinala sino alla tangente) che 
risponde a un suo punto, ò due volte maggiore dell'ascissa del me- 
desimo punto. Onde avviene che se dalla estremità dell'ordinata di 
un dalo punto M si misuri sull'asse, prolungato olire il vertice del- 
la parabola, una porzione KT uguale al doppio della ascissa AK; 
la retta TM che unisce il punto T con M, riuscirà tangente della 
cuna nel dato punto. 

Da ultimo è bene avvertire che proibendosi NM in X', e me- 
nandosi la normale MR, riescono uguali sì gli angoli PMX' e TMF, 
come anche gli angoli X'MR ed FMR; però in un punto qualun- 
que della parabola la retta parallela all'asse e quella che si con- 
duce al foco, formano di qua e di là due angoli uguali colla tan- 
gente o colla normale corrispondente. 

XII. liquazione della paranoia riferita a un diametro. 

La retta A'X' (fig. T. a ) che da un punlo della parabola procede pa- 
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rallela all' asse AX, chiamasi diametro. Or se la curva debba rife- 
rirsi al diametro A'X' e alla tangente AT in un punto dato A', sie- 
no x 0 ed y 0 , x ed y le rispettive coordinale rettangolari della nuova 
origine A', e di un altro punto M relativamente all'asse e alla tan- 
gente noi vertice ; e siano pure xf, y' le coordinale oblique del me- 
desimo punto M relativamente ai nuovi assi : designalo con a l'an- 
golo XTV che la tangente A'Y' fa coll'asse positivo della parabola, 
nelle formolo (1) che abbiamo già stabilite nei numero (li) per tras- 
formare le coordinate da rettangolari in oblique, è da porsi (x r x) 
= 0 ed {y'x) = a; e così quelle formole nel caso presente di- 
ventano 

x = x Q x' -h y' cos z,y = y 0 -+- y' scn a. 

Ma per le cose discorse nei due numeri (Vili, XI) sussistono 

y 0 ' = 2px 0 , y 0 = BT tang *= 2* 0 tang a; 

e per conseguenza, fatta prima la divisione e poi ritrovato il valo- 
re x 0 , sono pure 

v=z V ^ PCOSa V^__PC^. 

y ° tang a sen a ' 0 2» ~~ 2 sen'a ' 

dunque 

flCOs'a , . «COSa , . 

* = hel^a C0Sa •»= leI7 + 2/ 'sena. 

Sostituendo questi due valori nella formola [ (5). Vili], passeremo 

2o 

alla nuova equazione della parabola y f *=£gp-flp'; la quale, posto 



sénV = ^' ren( ^ es ^ P IU sem P^ce 

y'^tp'xf. 

La quantità costante 2p' dicesi parametro rispettivamente al diame- 
tro A'X', e l'equazione dimostra che dallo stesso diametro sono 
divise per metà in K' tutte le corde MM' parallele alla tangente nel 
punto A'. 

XIII. Equazione polare della parabola. Fermato il polo 

nel foco F (Gg. 1.°), e preso per asse polare l'asse della curva di- 
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relto verso il vertice, poniamo MF — p ed MFA = w: sarà (Vili) 

e come sussiste evidentemente il valore 

• x--- AF -hpeos MFK = ip — peosw, 
così per mezzo della sostituzione si ricava 

r 1 -+- cos <•) 

che è l'equazione della parabola tra le coordinate polari rispetto 
al foco. 

XIV. liquazione <lell>IIÌNMe riferita al propri mmnI. Sia 

FM1" (fig.8.*) un filo di lunghezza ugnale a una data retta A A'; e le 
sue estremità si stabiliscano nei due punti F, F' della retta immobi- 
le, ad uguali distanze dal punto di mezzo C: se con uno stilo in un 
piano si conduce attorno il filo di tal maniera che questo rimanga 
sempre disleso, ò chiaro che dalla punta di quello verrà disegnata 
una curva rientrante o chiusa ABA'B', e in cosiffatta curva la som- 
ma delle distanze di ciascun punto M dai punti fissi F ed F' sarà 
costantemente uguale alla retta VA'. La curva è detta ellisse, i due 
punti fissi si chiamano fochi, e la retta AA' = 2a asse maggiore o 
trasverso: dicesi pure asse minore o coniugato la reità BB' = 26 
condotta pel punto medio C, o centro dell'ellisse normalmente al- 
l'asso A A', e terminata quinci e quindi dal perimetro della curva; 
e vertici della ellisse sono le quattro estremità A, A', B, B': in fine 

' OF CJP CF' 
posto ^ , ossia — — — e, il numero e, ovvero il rapporto tra 

la distanza dei fochi dal centro e il semi-asse trasverso, è minore 
dell'unità e si denomina Y eccentricità della ellisse. Adunque l'ellis- 
se una curva piana, nella quale la somma delle distanze di ciascun 
punto da due punti fissi o fochi F ed F' è costante ed uguale a una 
retta data 2a, che è maggiore di FF' e costituisce l'asse trasverso 
della curva. 

Le quali cose premesse, si riferisca l'ellisse ai suoi assi; e si fac^ 
ciano CK=a?ed MK = y, MF = P ed MF' =p': poiché CF^CF' 
a e, perciò saranno 

Voi. 1. 2 
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( p'^M-fx-hae)'; 

e da questo equazioni, attesa la proprietà caratteristica dell'ellisse, 
potranno facilmente eliminarsi le quantità ? e p\ Pertanto sottratta 
dalla seconda la prima forinola, nasce 

p" — p'= iaei, ossia (p' -+- p) (p — p) = 4a&c : 

ma per la proprietà della curva abbiamo p'-+-p= 2a; dunque tolti 
ai due membri della equazione precedente i fattori uguali (?'-+-?) e 
2a, avremo ancora ?'— ? = 2(?x. Ora si uniscano insieme le ulti- 
me due formolo per mezzo della somma : risulterà 

(7) p'=aH-#c; 

e cosiffatto valore, sostituito che sia nella seconda forinola (6), dopo 
lo svolgimento de' quadrati e la riduzione de' termini , ci darà 

a* 4- e V == y* 4- x* 4- aV , 

e quindi 

(8) y« = (i 

che ò l'equazione all'ellisse tra le coordinate <r, y computate dal 
centro negli assi della curva. 

Per far disparire da questa equazione l'eccentricità della ellisse e 
introdurvi il semi-asse coniugalo, osserviamo che a motivo dei trian- 
goli rdtangoli/iguali RCF, BCF', il punto B equidista dai due fochi, e 
che per una simile ragione lo stesso deve dirsi in ordine al punto IV: 
quindi attesa la proprietà della ellisse, ciascuna delle distanze di B 
e di B' dui {fochi si esprimerà con a ; e perciò essendo uguali i due 
triangoli BCF c;B'CF, riusciranno pure uguali tra loro e alla quan- 
tità b le due parti CB e CB\ Laonde il teorema geometrico CB* = 

BF' — (IF 1 darà luogo alla forinola 6' = o 1 — a V = a' (1 — e*) t 
e conseguentemente al valore 
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mediante il quale, l'equazione dell'ellisse si trasmuta nell'altra 
(10) ,•=£(„•-*•), 

e si può auchc mcUei e sotto una delle due forme 

a Y -4- & V = a' />\ ?l-4-il = l. 

E questa l'equazione più semplice della ellisse; cioè l'equazione 
tra le coordinale x ed y , quando la curva viene riferita al suo cen- 
tro e ai suoi assi. 

XV. Viceversa se Ira le coordinale variabili x ed y fosse propo- 
sta l'equazione (10) sotto la forma 

_ b r 

potrebbe facilmente determinarsi il suo luogo geometrico, e dimo- 
strarsi la proprietà caratteristica della curva che corrisponde alla 
equazione data. Imperciocché tirati ad angolo retto due assi, si ot- 
tiene y = 0 per x = ziz a, ed y = z±z b per x — 0 : di più ad ogni 
ascissa, compresa tra i limiti 0 e ±fl, competono due ordinato 
reali, di una medesima lunghezza e di segno contrario ; le quali 
peraltro sempre più decrescono, quanto al valore numerico, dax = 0 
ad x = zt a : finalmente per le ascisse positive o negative che ab- 
biano un valore numerico > a, le ordinate sono sempre immagina- 
rie, e però ad esse non corrisponde verun punto della curva. Da 
tutto ciò si ricava che alla equazione proposta debbono rispondere 
in un piano XCY quattro archi uguali BA , B'A , BA' , B'A' (lig. 8'.), 
due dalla parte X e due dalla parte opposta; i quali tagliano l'asse del- 
le ordinate in B e B' alle due distanze 6, — b dall'origine C, e quin- 
ci accostandosi sempre più all'asse delle ascisse, segano pur questo 
asse nei punti A ed A' alle distanze a , — a dall'origine sopraddetta. 
La curva ABA'B', composta dei quattro archi e chiusa per ogni verso, 
è l'ellisse: essa deve (LXXX11) rivolgere la sua concavità all'asse 
delle ascisse, sì nella parte supcriore come nella parte inferiore; e al 
pari della parabola si può costruire per punti, mediante la determi- 
nazione di un numero sufficiente di ordinate reali y corrispondenti 
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alle ascisse x , preso e misurale sopra l'asse XX'. lu fine supposto 
a > 6, e presi in A V — 2a i punti F ed F' di qua e di là dal cen- 
tro C, cosicché valgano le espressioni 

CF CF' vV — & f 

CF = cf'^vV-^ , -j-= — = — 5 — = «<i; 

facilmente si dimostra, mere proprietà naturale della ellisse che 
la somma delle distanze di qualunque suo punto dai fochi F ed F' 
riesca costantemente uguale alla retta 2a. 

•n f itti i quadrali delle distanze di un punto M dai fochi sono ri- 
spettivamente 

MT =y* -+■ (CK - CF)' = j£ («' - 4- (* - v/«^^) f 



MF'* =^-4- (CK 4- CF')*= j~ (a" - x 4 ) H-(*4- vV - 6*)' 

=K-hr— J ; 

dunque le semplici distanze si esprimeranno coi valori 

^ yV— F' , . lr , , x sfa'— b* 

MF=a =rt— ex ed MF ^<H — a-har, 

a a 

e la loro somma equivarrà per conseguenza alla quantità costan- 
te Sa. Dimostrata così la proprietà della ellisse dalla sua equazio- 
ne, la potremo descrivere in un piano XCY, o costruire con un mo- 
vimento continuo, in quel modo appunto che si è da noi indicato 
nel principio del numero "procedente. 

Del resto dalla equazione che abbiamo tolto ad analizzare, appa- 
risce chiaro che nell'ellisse tutte le corde M>F parallele alla ret- 
ta 26 = BB' sono divise per metà e ad angolo retto in K dalla ret- 
ta 2a = AA\ la quale perciò costituisce un asse della curva. Per 
converso dalla medesima equazione s' inferisce pure che le corde 
MM, parrallclc all'asse 2a sono tutte divise per mezzo e ad angolo 
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di 90° dalla iella 26, la quale sarà perciò un altro «me della cuna: 
l'inferenza è manifesta, se l'equazione proposta si risolva in ordine 
ad x e riducasi alla forma 

Ancora si osservi che per un punto cslcrno P, incontrando la retta 
PF' la curva ellittica in M, abbiamo PF-+-PM >MF; e però ag- 
giunta ai due membri la lunghezza MF', abbiamo pure PF PF'> 
MF-KMF' = 2a: per un punto interno P\ prolungala la retta P'F' 
sino alla curva in M, abbiamo viceversa P'F<MF-f-MP'; e ag- 
giunta ai membri la lunghezza P'F' , abbiamo pure P'F -4- P'F' 
<MF-h.MF'- 2a. Ciò vuol dire che la somma delle disianze 
di un punto dai fochi della ellisse è maggiore o minore dell'asse 
trasverso, secondo che il punto si trova situato fuori della curva o 
dentro. E anche vera la proposizione ime; sa. 

XVI. Parametro deli* cill*»c. Nella ellisse chiamasi para- 
metro la corda perpendicolare all'asse trasverso, o la doppia ordi- 
nata che passa per un foco; e così a determinarlo, non è mestieri 
altra cosa che il fare x j=z CF — ae nella equazione [ (8). XIV j del- 
la curva ellìttica. Ciò adunque fatto, ed espressa con p l'ordinata 
corrispondente o il semiparamclro della curva, sarà 

p' = (l — e*) («' — aV) = a* (1— «7 ; 

donde, attesa la formola [(9). XIV ), si ricava 

(11) p = c<(l — 0=-- 

E come da quesla equazione procede la proporzione geometrica 

2a: 26 — 26: 2;>, 

così si conchiude che nella ellisse il parametro è terza proporzio- 
nale dopo l'asse trasverso e l'asse coniugato. 

Notiamo inoltre che nella equazione (10) della ellisse il fattore 
(a* — x') = (a -4- x) (a — x) rappresenta il rettangolo KA'. KA 
formato dai segmenti, nei quali l'odiuata y divide l'asse maggiore : 
dunque dalla medesima equazione s' inferisce che nella ellisse iqua- 
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drati delle ordinate, perpendicolari all'asse maggiore, stanno tra 
loro come i rettangoli formati dai corrispondenti segmenti dello 
stesso asse. 

XVII. Motorio per eoinlurre la t ungente a un dato 

punto dell'ellisse. Prolunghiamo F'M Tig. 9.") sino ad N in mo- 
do che sia MN = FM, uniamo F con N, e dal punto >I abbassiamo 
il perpendicolo ME sopra FN: la retta ME che incontra l'asse mag- 
giore in T, sarà tangente dell'ellisse nel detto punto M ; perchè ogni 
altro punto P di quella retta trovasi necessariamente fuori della 
curva. Di fatti congiunto il punto P coi punii F,F',N; dai triangoli 
rettangoli uguali EMN, EFM si deduce NE ~EF: però sono uguali 
anche i triangoli ENP, EFP, e ci somministrano PN = PF. Ciò po- 
sto, nel triangolo NPF' abbiamo PN-hPF'>NF' , ossia PF -h PF' 
> NF': ma è NF' = MN -h MF' = MF -h MF' == ìa: dunque 
sarà PF -+- PF'> 2a. E così la somma drlle due distanze del pun- 
to P dai fochi dimostrandosi maggiore dell'asse traverso, non è dub- 
bio che quel punto trovisi situato fluori dell'ellisse (XV. in fine), e 
che la retta MT sia tangente di questa curva nel punto dato M. 

Ancora notiamo che condottala normale MR nel medesimo pun- 
to, come sono uguali gli angoli F.ME ed NME ossia F'MP,così rie- 
scono pure uguali tra loro gli angoli FMR ed F'MR: cioè le rette 
menate da un punto dell'ellisse ai due fochi formano angoli uguali 
di qua e di là colla tangente o colla normale nel punto di contatto. 

XVIII. liquazione polare iieirelll«Ke. Prendiamo per po- 
lo il foco F della curva (fig. l J. ft ), e l'asse trasverso AA' per asse 
polare: fallo l'angolo M FA — w, stante la proprietà dell' ellisse e 
l'equazione [(7). XIV], abbiamo 

p = 2a — p' = a — ex : 

ma esiste evidentemente 

x = CK = CF -4- FK = ae -4- ? cos u> ; 

dunque p = a — ae* — e p cos «; e quindi si deriva, anche per ca- 
gione del valore [(11). XVI], l'equazione ricercata 

p 1 -h e cos o) 1 -h e cos w 
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XIX. Diametri dell* ri 11** e In genere, e diametri eon- 

iii^ati. Si appella diametro qualsiasi reità, la quale passi pel centro 
della ellisse e termini con ambe le estremità al perimetro della mede- 
sima. Ora un diametro DD' (fig. 10.') condotto pel punto medio del- 
ia corda MM' — 2c, che sottende un dato arco della curva, dividerà 
anche per metà tutte le corde parallele ad MM'. In vero se riferen- 
do sempre le diverse posizioni agli assi della curva, diciamo x t ed 
y t le coordinate del punto medio 0 della cord i 2c, x ed y le coordi- 
nate dei punti estremi M ed M', e (i l'angolo formato dalla corda col- 
l'assc positivo CX; quanto alla prima estremità dulia corda saranno 

a - CU — NO^^-t-ccos^, y^lJO-f-MiN^i/. + csen^ 
e quanto alla seconda saranno pure 

flr=>Cfl -4- M'N' = j t — c cos p, J/-HO- OìS' = t/ t — c sen 3 : 

e poiché ambidue i valori delle coordinate j*, y debbono soddisfare 
ali i equazione [(10). XIV] dell'ellisse, ossia all'equazione if = b* 
b* 

— ^r^'i perciò sussisteranno simultanancamenle le due formolo 

b* 

(y t -+- c seu $f = b % — ^ (x, ~h c cos fì\ 

(y t — c sen = 6* — ~ fa — c cos p)' . 
Sottraendo l'una dall'altra, otterremo prima 



i //.cscn £ = -, j-.ccos^, 



e dipoi 



Or siccome l' angolo £ resta sempre lo stesso in ordine allo corde 
parallele a 2c, così la relazione tra le coordinate del punto medio 
di ciascuna corda sarà espressa costantemente dalla equazione (12), 
la quale apparterrà per conseguenza al luogo geometrico dei punti, 
duve le corde mentovale vengono divise per metà : ma la medesima 
equazione rappresela (V) una linea retta la quale passi per l'origi- 
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ue C e pel punto 0, che è quanto dire il diametro DD'; dunque nel- 
la ellisse il diametro condotto pel punto di mezzo di una corda ta- 
glia ancora in parti uguali tutte le corde parallele alla data, ossia 
nella ellisse un sistema qualunque di corde parallele può essere di- 
viso sempre per metà da una retta che passi per il centro, o da un 
diametro. 

Ciò posto, se pel centro dell' ellisse si mena la retta EE' paral- 
lela alla corda 2c, e conlenente per questo un medesimo angolo 3 
coli" asse CX, i diametri DD' ed EE' si chiamano coniugati, e sono di 
tal natura che ciascuno divide per metà le corde parallele all'altro. 
Per dichiarare questa verità, vale a dire che se il diametro DD' di' 
vide in parti uguali le corde 2c parallele ad E E', reciprocamente il 
diametro EE' dividerà in parti uguali le corde 2c' parallele a DD', 
dinotiamo con a l'angolo che fa DD' col positivo asse CX : la tangente 
trigonometrica di cosiffatto angolo è una stessa cosa (111) col coeffi- 
cicnle angolare della equazione (12), onde rappresentasi il diametro 
DD'; dunque la relazione tra i coefficienti angolari lang a , tang (} del 
diametro DD'e delle corde 2c parallele ad EE'e divise per metà da 

DD', sarà riposta nella equazione lang % — — qt 0 : nella stes- 
sa maniera, ove si esprima con a' l'angolo formalo coli' asse positivo 
delle ascisse dalle corde parallele 2c' che sono divise per metà dal 
diametro EE', e che non sappiamo ancora se sieno 0 no parallele 

b* 

a DD , avremo pure la relazione lang£ — , ^ j . Oraque- 

sta seconda relazione si riduce alla equazione lang a' =— - t lU]ir g 

che ha il secondo membro identico col valore già scritto di lang a: 
dunque sono uguali tra loro in valore e segno il coefficiente angola- 
re tang a' delle corde parallele 2c' divise per metà dal diametro 
EE', e il coefficiente angolare lang z del diametro DD'; e così es- 
sendo uguali gli angoli a' ed a, le corde 2c' saranno parallele a DD'. 
Se dunque nella ellisse un diametro DD' divide per metà le corde 
parallele ad E E', vicendevolmente il diametro EE' dividerà in parli 
uguali le corde parallele a DD'; e i due diametri godendo di una tal 
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proprietà, sono tra loro coniugati : a ogni diametro ne corrisponde 
un altro coniugato, e però vi ha una infinità di sistemi di diametri 
coniugati; la condizione poi da verificarsi perchè due diametri sieno 
coniugati, ossia la relazione onde sono vincolali insieme i loro coef- 
ficienti angolari, consiste nella equazione scritta di sopra tangx = 

rr — 5-, e che si può anche mettere sotto la forma 

fl taugp 

(13) tangatang2 = — p - 

Volendo adesso determinare le lunghezze dei semidiametri coniu- 
gali CD sa a', CE = b\ noi abbiamo i valori 

x = a' cos a , y~ a' sen a 

per le coordinate del punto D ; i quali valori sostituiti nella equa- 
zione [(10). XIV ] a cui debbono soddisfare, ci daranno 

a'* sen* a s= (a' — a'* cos* a) , 
» • 
oppure 

a" (a 1 sen' a + i' cos 1 a) = a*b* : 
donde s' inferisce il valore a'\ e somigliantemente il valore 6"; cioè 

a = 

a* sen* a -+- b* cos 1 a 

di) ; 

a' sen* p-H&'cos'p 
XX. liquazione «Idi elll**e riferita a due diametri 

eoniugati. Mantenute le denominazioni del numero precedente, 
computiamo le ascisse x' sul diametro DD\ e le ordinale \j pren- 
diamole parallele al diametro coniugato EE': dalle forinole [(1). II J 
che servono per la trasformazione delle coordinato rettangolari io 
oblique, ricaveremo 

x = cos a -+- y' cos £ , y = x' sen a 1/ sen £ ; 

e colla sostituzione di questi due valori nella equazione [(10). XIV] 
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ridolta alla forma ^—f -|r = 1, conseguiremo 

^^py^^y 

a /cos a cos fi sen a son p\ , , « 
+ b* ] 3f =1 • 

Ora per cagione delle formolo (13) e (14) che risguardano i dia- 
metri coniugati, sono 

cos a cos p sen a sen & A 

cos'a sen'a 1 cos'ft sen'$ 1 
IP h T'~ ^a 75 1 ~<P~ H P^F' 

dunque l'ultima equazione della ellisse riferita ai diametri coniuga- 

af* ti'* 

li, si ridurrà alla forma -1--^- = 1 , ovvero alla forma 

ed è in tutto somigliante all'equazione della medesima curva rispet- 
to agli assi. 

XXI. Crediamo opportuno di aggiungere in questo luogo due re- 
lazioni principali tra gli assi e i diametri coniugati della ellisse. La 
prima è che la somma de quadrali de semidiametri coniugati è co- 
stante ed uguale alla, somma de' quadrati dei due semiassi. In- 
fatti la prima delle due equazioni [(14). XIX], liberata dal divisore 
e moltiplicala nel secondo membro pel binomio sen'a -hcos'a che 
fa le veci dell'unità, diviene 

a'a" sen'a -h 6'a" cos'a — a'&' sen'a -4- a'fc' cos'a; 

questa poi divisa per cos'a, e risoluta rispetto a tang'a, si tramuta 
nell'altra 

con somiglianti operazioni la seconda delle equazioni (14) si tras- 
forma nell'altra 

t^a - b\a'-b") 
wn ° H - 0 '(6"— 6*) * 
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Moltiplicando ora i membri corrispondenti di queste ultime forino- 
le, e togliendo ai due membri della equazione risultante i fattori 

tang'a tang'p e che sono uguali per cagione della formola (13), 

otterremo 

o* — a" — ft" 
a^—b* X //' — b % 

questa ultima eguaglianza diviene successivamente a* — a'fc" — a V 
■+.a M 6" === a'^b' 1 — 6V" — 6'é" -h 6 k , a* — 6* = a" (a" — b>) 
(a" — &'), a" -f- 6 f * — a 1 -+- ò s ; e così ci dimostra la pro- 
posizione affermata da principio. 

La seconda relazione e che nella ellisse il parallelogrammo co- 
struito sopra due semidiametri coniugati è costante ed equivale 
al rettagolo formato coi semiassi. Di vero se si mutano a vicenda 
i primi membri delle due equazioni (14) coi divisori dei secondi 
membri, e si moltiplicano quindi fra loro le due equazioni risultan- 
ti, avremo 

a* sen'a sen'£ -+- a'ò' scn'x cos'?-*- a*b' cos'a scn'3 -+- 6* cos'a cos'0 

__ a k b> 
~ a" b" ' 

e poiché 

a k sen' a sen' £ b* eos' a cos' £ = — 2a'/>' sen a sen 0 cos a cos 

come si raccoglie dal quadrato dell' equazione (13) ridotta a zero 
nel secondo membro; perciò 

a'&' scn'acos'£H-aT cos'a scn'3 — 2a'6' sen a sen 0 cos a cos £ 

_ p»è % 

Tolto il fattore comune a'b* ed estralta la radice quadra, nascerà 
la formola 

sen $ cos a — cos 0 sen a = 

ovveramente 

sen (p — a) = ab ; 
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dove il primo membro esprime l'arca del parallelogrammo costrui- 
to sopra i semidiametri, e il secondo rappresenta l'area del rettan- 
golo formato coi semiassi. Dunque è pur vera l'altra proposizione, 
la quale si estende ancora agli interi assi e diametri coniugati del- 
l'ellisse, come apparisce pure dall'ultima equazione moltiplicata 
per 4 nei suoi membri. 

XXII. Equazione della Iperbola tra le coordinate ret- 
tilinee, computate dal centro nell'asse della curva e 
In una retta perpendicolare. Nel punto estremo M (flg. 11.') 

si colleghino insieme la riga F'M e il filo FM: si esprima con 2a la 
differenza Ira le lunghezze dell'una e dell'altro; e nell'asse XX' si 
prendano due punti F ed F\ di maniera che stabilita la seconda 
estremità della riga in F' e fermalo l'altro capo del filo in F, rie- 
sca FF' > 2a, e lutto insieme possa il ilio distendersi ad angolo 
colla riga. Disposte così le cose, se facciasi girare la riga intorno 
al punto F' in un piano, e nel medesimo tempo con uno stilo si ac- 
compagni talmente il filo che una parte di esso venga a sovrap- 
porsi alla riga in Hm, e l'altra resti sempre dislesa in HF; è mani- 
festo che la punta dello siilo descriverà col suo moto continuo i ra- 
mi curvilinei MHA ed M'A, nei quali la differenza tra le distanze 
di un punto qualunque dai punti fissi F ed F' risulta costantemente 
uguale alla quantità data 2« : in un modo somigliante verranno de- 
scritti i rami NA' ed N'A' dotati della stessa proprietà , ove si 
stabilisca la seconda estremità della riga in F e il secondo capo del 
filo in F'. La curva composta de' quattro rami che abbiamo ora 
indicati, si dice iperbola; la retta AA' = la è il suo asse, e nel 
mezzo di questo trovasi il centro C: inoltre i punti estremi A, A' 
dell'asse si chiamano i volici dell' iperbola, i due punii fissi F ed 

C.F CF CF' 
F r sono delti fochi; e posto ~ , ossia — = — == e, il numero e 

sarà maggiore della unità e si denomina Y eccentricità della iper- 
bola. È dunque /' iperbola una curva piana, nella quale la diffe- 
renza delle distanze di ciascun punto da due punti fissi o fochi 
F ed F' è costante ed uguale a una lunghezza data 2a, che è mi- 
tre di FF' e costituisce /' asse della curva. 
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Le quali cose premesse , dinotiamo con x, y le coordinate di un 
punto M della iperbola rispetto all'asse XX' e alla retta perpendi- 
colare YY' condotta pel centro C: essendo CF = CF' = ae, i due 
triangoli FKM ed F'KM ci daranno le forinole 

(15) j P'-f + fr— >'■ 

dove p e p' indicano le distanze del punto M dai fochi. Se dalla 
seconda si sottragga la prima forinola, verrà come nella ellisse 

(p' -f- p) (p' — p) = kaex : 

ma questa è la proprietà dell' ipcibola che esista costantemente 
?' — ? = 2a ; tolti dunque i fattori uguali fp' — p) e 2a ai membri 
della equazione precedente, sussisterà ancora p'-hp — tex. Com- 
binando insieme per mezzo della somma le due ultime equazioni , 
otterremo 

(16) p=cx-ha; 

c sostituendo questo valore della distanza p' nella seconda forinola (15), 
otterremo puranco 

a* 4- e* x 1 — y* -+- 4- aV: 

donde si ricava 

(17) ^(e'-l) 

che e l'equazione della iperbola tra le coordinate x ed y contate dal 
centro nell'asse e in una retta perpendicolare. 

A fine poi di eliminare da questa equazione l' eccentricità della 

curva, esprimiamo con c la distanza CF; sicché abbiasi <? = i, e 

conseguentemente 




c determiniamo quindi la media proporzionale b tra le quantità 
c -f- «, c — a: risulterà e* — a* = 6\ e però avremo 

(18) e% - 1 ^' 
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Cosiffatto valore cangia V equazione (17) nell' allra più usitata 

(io) -«a 

che si può anche scrivere sotto le due forme 

J a b 

Se queste equazioni si paragonano con quelle del numero XIV, si 
vede che per passare dalla equazione della ellisse alla equazione 
della iperbola, basta scambiare la quantità b* con — b\ ovvero b 
con b\ — 1: per conservare poi l'analogia colla ellisse, siccome 
la retta AA' = 2a chiamasi Yasse traverso della iperbola; così pie- 
se in YY\ di qua e di là dal centro C , due porzioni di una slessa 
lunghezza b, la retta BB' = 26, quantunque non incontri la curva 
e non sia un asse reale, si appella nondimeno asse coniugalo della 
iperbola. 

XXIII. Viceversa se dovesse determinarsi la curva che rispon- 
de alla equazione (19) messa sotto la forma 

b r 

osserveremmo 1." che l'ordinala y diviene immaginaria per qualun- 
que ascissa x < a quanto al valore numerico; 2.° che all' ascissa 
x~±za corrisponde l'ordinata y = 0; 3.° che a ciascuna ascissa 
x> di a in valore assoluto, competono sempre due ordinale reali, 
uguali e contrarie , i cui valori numerici vanno crescendo continua- 
mente da x — =£: a ad x = zìz oo : egli è perciò che menali in un 
piano (fig. ti»*) i due assi ortogonali XCX' ed YCY', la curva 
rappresentata dalla proposta equazione intersecherà l'asse delle 
ascisse nelle disianze CA = a e CA' = — a dalla origine C ; e 
quinci dipartendosi procederà in indefinito con quattro rami, i quali 
si allontanano sempre più dall'asse XX', due dalla parte positiva e 
due dalla parte negativa. 

Vede poi ognuno che cotesto curva ossia l'ipci boia riesce simme- 
trica rispetto alla origine C, dove risiederà perciò il centro della me- 
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dcsima curva; c che di più le corde MM' parallele alla reità YV so- 
110 divise per mela e ad angolo rclto in K da XX', il quale sarà il 
solo asse che incontri realmente l'ipcrbola: la curva dcvc(LXXXII) 
inolile rivolgere in tulli i rami la sua concavità verso l'asse del- 
le ascisse ; e si può anche costruire per punti, determinando median- 
te la data equazione un cerio numero di ordinate reali i/, che corri- 
spondano alle ascisse X prese arbitrai lamento sopra l'asse XX'. In 
line prendendo sopra XX' due punti F ed F' a tali distanze dal cen- 
tro C, che abbiasi CF — CF' == v/V potremo dedurre dalla 
equazione della iperbola la sua proprietà principale, vale a dire che 
nella iperbola la differenza tra le distanze di un suo punto qualun- 
que dai fochi F ed F' equivale costantemente all'asse trasverso 2a. 

Infatti se procediamo a quel modo che si è indicalo nel nume- 
ro XV in ordine alla ellisse, troveremo le distanze 

. . D x vV-f- b* u v , x vV-+- b' 

M — a — ex—a, MF'— — - — — - — \-a = ex-ha: 

a a 9 

e quindi la loro differenza MF' — MF = 2a. Conosciuta cosi la 
proprietà geometrica della iperbola, una tal curva si costruirà con 
un movimento continuo in quella guisa che abbiamo detto nel prin- 
cipio del numero precedente. Si osservi anche in questa curva che 
essendo P un punto esteriore o collocato tra i rami della iperbo- 
la dalla parte della sua convessità, la retta PF incontra la curva 
in M, e si ha PF' < MF' PM, ossia PF' - PF < MF' - MF 
== 2a ; essendo poi P' un punto interiore o situato dentro la curva 
dalla parte d'ella sua concavità, il prolungamelo della retta FP' in- 
contra l'ipcrbola in M, e si ottiene P'F' > MF' — MP', ossia P'F' 
— P'F> MF' — MF = 2a: dunque nella iperbola la differenza 
tra le distanze di un punto esterno dai fochi è minore dell'asse 
trasverso, ed è maggiore di questo asse la differenza delle distanze 
di un punto interno dai medesimi fochi. È pur vera la proposizione 
inversa. 

XXIV. Parametro della Iperbola. Anche nella iperbola il 
parametro è la corda perpendicolare all' asse, ovvero la doppia or- 
dinata 2p, che passa per uno dei fochi : laonde per determinare il 
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semiparametro f>, basterà sostituire CF = ae invece della ascissa x 
nella equazione r 'lT. XXII] della curva iperbolica. Di tal guisa 
a\rcmo «' = o' (e" — 1)*; e quindi a motivo dell'equazione (18), 
otterremo ancora 

(20Ì p = a(e*-\)=^ 

Esistendo pure nel presente caso la proporzione geometrica 

2a: 26-^26: 2/>; 

si conrbiude ebe nella iperbato, come nella ellisse, il parametro è 
terza proporzionale dopo Fosse trasverso e l'asse coniugato. 
Notiamo inoltre ebe nella equazione fi 9) della iperboli il fattore 
a «) -ss (jp-f- a) (x — a) rappresenta il rettangolo KV. KA, 
formato colle distanze dei vertici della curva dalla ordinala //: dun- 
que in virtù della medesima equazione si conchiude ebe nella iper- 
bola i quadrati delle ordinate, perpendicolari alasse trasverso, 
stanno tra loro come i rettangoli costruiti colle rispettive distanze 
dei vertici dalle stesse ordinate. 

XXV. Metodo por condurre la tangente a un «lato 

punto «lolla iperbola. Prendiamo inF'M (fig. 12. a ) una parie MN 
uguale ad MF, e congiunto il punto F con N, abbassiamo dal punto 
M della ipeibola il perpendicolo ME sopra FN; la retta ME che in- 
contra l'asse in T, sarà tangente della iperbola in M ; giacche ogni 
altro punto P della medesima retta è situato necessariamente fuori 
della curva. Infatti se si unisce il punto P coi punti F, F, N ; sa- 
rà NE = FE per cagione dei triangoli uguali EMN ed EFM, e quin- 
di dimostrandosi uguali anche i triangoli ENP ed EFP, sarà pure 
PN = PF. Ciò posto, il triangolo NPF' ci dà PF' < NF' -h PN, 
ossia PF' — PF < NF' ; ma ò NF' = MF' — MN = MF' — MF 
= 2a ; dunque PF' — PF < 2a. E così essendo minore dell'asse 
trasverso la differenza tra le distanze del punto P dai fochi, chiara 
cosa è che un tal punto non potrà cadere sulla curva, ma starà fuo- 
ri di essa (XXIII in fine) ; e perciò la reità MT toccherà la iperbo- 
la nel solo punto M. 

Osserviamo inoltre che condotta la normale MR, e prolungate 
TM ed F'M in T' ed N' ; riescono uguali Ira loro sì gli angoli FMT 
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ed i\ME ossia N'MT', e sì ancora gli angoli FMR ed NHB ; cioè la 
retta menata da un punto della iperbola a un foco e il prolunga- 
mento della retta menata all'altro foco, contengono angoli uguali 
sia colla tangente a quel punto, sia ancora colla normale, 

XXVI. Equazione polare della Iperbola. Sia F il polo 

(fìg. 12.'), c la rolla XX' l'asse polare : la proprietà caratteristica 
della iperbola e la formola [(16). XXII] ci somministrano 

p = ff — 2u = ex — a ; 

ma poslo l'angolo AFM = <o , abbiamo 

x = CF -+- FK = ae — p cos o> ; 

dunque sarà 

p — ae* — e p cos w — a , 

e quindi, atteso puranco il valore [(20). XXIV], procede l'equazio- 
ne richiesta 

p l-hecosw 1 4- e cosa/ 

XXVII. Asintoti della iperbola. Per asintoto di una curva 
s' intende quella linea, alla quale si accostano sempre più i rami 
curvilinei, senza che mai la raggiungano ne la tocchino. Ora l'iper- 
bola ha due asintoti, e questi sono le diagonali indefinitamente pro- 
lungate UX\ VV (fig. 13.*) del rettangolo DEE'D', che si costrui- 
sce sopra gli assi della curva. 

In \cro se rappresentiamo con y, i/ t le ordinate corrispondenti 
a una medesima ascissa j, delle quali la prima appartenga al ramo 
iperbolico p. es. AM, e la seconda alla retta VV'che fa col positivo 
asse CX l'angolo Y'CX — 0; le rispettive equazioni del ramo cur- 
vilineo e della retta (XXII. Ili) saranno 

b —5 , b 

e la loro differenza si dedurrà dalla formola 

b / — af) 

sf,-»=- 5 -(*-v^* , -«»)= aì+v / Js ._ a .- 

Voi. I. 3 
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Dalle prime due equazioni apparisce che t/, è sempre maggiore del- 
la ordinala y; e dalla terza forinola si scorge che ingrandita inde- 
finitamente l'ascissa x, la differenza LM tra le ordinale y t ed y va 
sempre più scemando fino a divenir minore di qualsivoglia data 
quantità comunque piccola : dunque la retta VY' giace tulla fuori 
del ramo indefinite AM, e questo ramo curvilineo sempre più si av- 
vicina a quella retta, senza mai raggiungerla; e succedendo la stes- 
sa cosa si nel ramo A'iY rispetto alla medesima retta VY', come an- 
che nei rami AM' ed A'N in ordine alla retta UX', è manifesta la 
verità della proposizione asserita. 

XX Vili. Equazione della ipcrbola riferita al proprll 

Mintoti. Gli asintoti CY', CX' formano coli' asse CX gli angoli 
0 , — 0 uguali e di segno contrario : perciò espresse con x* ed if le 
coordinate di un punto M' della ipcrbola riferita agli asintoti, e eoo 
x ed y le coordinate positive 0 negative dello stesso punto relativa- 
mente agli assi della curva, le forinole generali [(1). Il] ci daranno 
le due relazioni 

£=£'cos8-|-t/'cos0 1 y~y' sen ^ — a/scnO ; 

e per mezzo di queste l'equazione [(19). XXII] della ipcrbola rife- 

x 9 u* 

rita ai suoi assi , ossia ^ — |r= 1 si trasformerà nell' allra 
Ora abbiamo 

sen*8 . lA b % 
— t- =tang*0=- r , 
cos'O b a* 1 

e conseguentemente 

scn'O cos'O sen'O-hcos'O 1 



o 1 a' + b* ""a' -+-6" 

dunque 

è questa l'equazione della iperbola rispetto agli asintoti; essa ci 
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mostra che il prodollo delle coordinate si mantiene costante e sem- 
pre uguale al quadrato della semidislauza dei fochi dal centro, cioè 
(XXllj alla quantità 

Se poniamo a — b, Y iperbola dicesi equilatera; l'angolo degli 

a* 

asintoti sarà retto, e l'equazione ora trovata diverrà x'y' = "s-' 

XXIX. Diametri coniugati della Iperbola. Generalmente 
sono diametri della iperbola tutte le rette, che passano per il suo 
centro; e questi diametri, come i due assi, si dicono reali o immagi- 
narti, secondo che incontrano o no la curva iperbolica. Abbiamo 

già osservato che l'equazione della iperbola \f = ^ x% ~~ a ') ~ 
— &' 

-—r- (a 1 — x % ) non differisce nella sua forma dalla equazione (10) 

della ellisse, se non per il segno del fattore 6 f : dunque avuto riguar- 
do a questa diversità di segno, quelle formolo che sono stale dedotte 
per l'ellisse dalla sua equazione, si dedurranno in ugual modo a pa- 
rità di condizioni dalla equazione della iperbola; e quelle espressioni 
che nell'ellisse dipendono unicamente dalla forma della propria 
equazione, senza ripetere i calcoli si applicheranno auche alla iper- 
bola, purché si faccia la mutazione di b* in — b* e di b in b \/~ i. 

Quindi 1." nella iperbola riferita ai suoi assi, chiamando x t ed t/, 
le coordinate del punto medio di una corda M M' (fig. 14.*) e delle 
sue parallele che fanno un angolo £ coll'asse positivo delle ascisse, 

avremo (XIX) l' equazione y t = — ^ — ^ x t , la quale ci rappre- 

a lang ^ 

senta un diametro DD', e ci dimostra che nella iperbola tutte le cor- 
de parallele M M' sono divise in parti uguali da un medesimo dia- 
metro : condotta poi per il centro della curva una retta EE' paralle- 
la alle corde MM\ e che contiene perciò l'angolo p coli' asse delle 
ascisse, ciascuno dei diametri DD' ed EE' divide in parti uguali le 
corde parallele all' altro, e così i due diametri sono tra loro coniu- 
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gati come nella ellisse; e la condizione da verificarsi, affinchè nella 
iperbola i due diametri DD' ed EE' sieno coniugali, consiste nel- 

l'adempimenlo della equazione tang % lang2 = ^ denotando a l'an- 
golo clic fa il diametro DD' coli' asse positivo delle ascisse. 

2.° Se uno dei diametri coniugati traversa l'iperbola ed è reale, 
l'altro non incontrerà la curva e sarà immaginario; viceversa se 
uno dei diametri coniugati è immaginario, l'altro sarà reale. Po- 
niamo infatti che il diametro DD' incontri la curva in D e D', e che 
il suo angoli» % coll'assc sia per cs. acuto : essendo 0 l'angolo acuto 
che col positivo asse delle ascisse forma un asintoto, il quale incon- 
tra la curva a una dislauza infinita, si avrà (XXVII) il valore posi- 
tivo tang a < tango— ~: perciò dalla relazione tang a tang £ = 
b* » 

•jp, dove. le due tangenti hanno necessariamente uno stesso segno, 

ricaveremo il valore anche positivo tang ^ >-^= tang 0; e così 

dovendo essere l'angolo £ aculo e maggiore dell'angolo 0, il diame- 
tro coniugato EE' si troverà Ira l'asse coniugalo e 1' asintoto, e non 
potrà incontrare la curva. La proposizione inversa è chiara; ed 
esprimendo con 2a' la parte del diametro DD' compresa tra i 
rami della iperbola dalla parte convessa, giusta la prima formola 
(14) del numero (XIX) si avrà la lunghezza del semi-diametro reale 

a' dalla equazione a" ~ n — i - t — — . Quanto al diametro 

n b cos a — a sell a 

coniugato col primo e che non incontra la curva, si prendono 

sopra la retta indefinita E E' di qua e di là dal centro C due parti 

a* b* 

di una slessa lunghezza 6', sicché abbiasi V* = — — rr n — ^ : 

a scn £ — b cos £ 

il denominatore di questa espressione è positivo, come s' inferisce 

6' 

dalla ineguaglianza tang* 0 > -, ; e tutta la espressione si può an- 

che dedurre dalla seconda forinola (14), mutatele quantità 6 1 e b' % 
nelle due altro — 6' e — b'\ che corrispondono al semi-asse e al 
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seiui-diameti o immaginario della iperbola. I diametri ìa' e tb' so- 
no coniugali Ira loro, c la lunghezza del semidiametro immaginario 
b' viene data dalla espressione b ,x ehe abbiamo ora scritta. 

3.° L'equazione della iperbola riferita ai diametri coniugali DD' 
ed EE\ si otterrà in quel modo slesso onde nel numero (XX) abbia- 
mo stabilita un'equazione somigliante per l'ellisse; e senz'altro ba- 
sterà nella equazione dell'ellisse mutare 6'* in — b n , e così per la iper- 

b" 

boia rispetto a due diametri coniugati avremo y"---^ (a" — a**). 

Io fine se si cangiano pure i segni allo quantità 6' e b'\ e si sosti- 
tuiscono b ^ — 1 e b' v/ — 1 in luogo di b e di b' nelle formule 
del numero (XXI) relative a due teoremi della ellisse, varranno nel- 
la iperbola le due relazioni a" — 6" — a' — 6\ a'b' sen (0 — x) = 
ab: vale a dire nella iperbola la differenza dei quadrali di due 
semidiametri coniugati è costante, ed uguale alla differenza dei 
quadrati dei semiassi; e l'area del parallelogrammo costruito so- 
pra due semidiametri coniugati è pur costante, ed equivale alt area 
del rettangolo formato coi semiassi. Le due proposizioni si esten- 
dono ancora agli assi e diametri ìuleri. 

XXX. Come le linee rette si dicono linee di primo ordine ; cosi 
le curvo che abbiamo considerate, cioè la parabola, l'ellisse e V i- 
pcrbola, si chiamano linee di secondo ordine: perche le linee rette 
sono rappresentate da una equazione algebrica di primo grado, e 
le curve sopraddette da una equazione di secondo grado io ordine 
alle coordinale variabili x ed g. Le medesime curve si chiama- 
no ancora sezioni coniche : perchè se si taglia un cono retto a 
base circolare cou un piano P, l' intersezione della superficie coni- 
ca è una ellisse, quando un altro piano 1", condotto per il verti- 
ce del cono parallelamente al piano P, tagli tulle le ielle genera- 
trici e non coincida con alcuna di esse; è poi una parabola, quan- 
do il piano P' abbia comune colla superficie conica una sola ge- 
neratrice ; ed è in fine una iperbola quando il piano P' abbia due 
generatrici cornimi colla supeificie del cono. 11 circolo è un caso 
particolare della ellisse. 
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Osserviamo che le equazioni polari delle sezioni coniche o delle 
lince di secondo ordine, che noi abbiamo stabilite parlilamente nei 
numeri (XIII, XVIII, XXVI), possono scriversi lulte sotto la forma 

? ~ 1 -i- e costo ' 

Questa equazione rappresenterà l'ellisse, la parabola o l'iperbola, 
secondoehè si suppone Y eccentricità e<C 1 , = 1 , ovvero > 1 : la 
quantità costante p dinota il semiparametro delle tre curve; il polo 
è situato nel foco o in uno dei fochi; e l'angolo u>, compreso dal 
raggio vettore ? e dall'asse che passa per i fochi, comincia a con- 
tarsi dalla parte del vertice più vicino al polo. Le proprietà delle 
linee di second'ordinc, relative alla loro tangente, sullangentc, nor- 
male e sunnorm ile, saranno esposte più opportunamente trattando 
dei prineipii del calcolo al numero (LXXV). 

XXXI. Kquuaione delia cicloide. Rimettendo a' luoghi più 
opportuni il trattare di altre curve, per ora non ci occorre che di 
stabilire l'equazione della curva cicloidale. Chiamasi cicloide la 
curva piana BVB' (fig. 15 a ), generata dal punto B di una periferia 
circolare BNE che tocchi la rett i BB', mentre il circolo compie rno- 
tando un intero giro sulla medesima retta : il cerchio mobile BNE 
di raggio c si appella circolo generatore, e la retta BB' = 2c- base 
della cicloide ; il diametro AA' = 2c della curva generatrice, il 
quale sta a perpendicolo sul mezzo della base, dicesi asse della ci- 
cloide, e il punto A vertice della medesima. 

Posta l'origine delle coordinate nel vertice della cicloide, compu- 
tiamo le ascisse sull'asse AX della curva, e prendiamo le ordinate 
parallele a una retta perpendicolare AY. Si chiamino x, y le coor- 
dinate AK ed >IK del punto M, che risponde a una posizione DMD' 
del circolo generatore; DD' sia il diametro di questo, perpendico- 
lare alla base BB' nel punto di contatto D' ; e denoti a un arco che 
ha per raggio l'unità, ed è simile al supplemento MD dell'arco com- 
preso nel circolo generatore tra la base della cicloide e il punto M, 
ossia (x, »/). Atteso il modo onde si produce la cicloide, abbiamo 
evidentemente 
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BA'=DMD', BD' = MD'; 



e per conseguenza 



HK — BA' — BD' — MD — ca : 



il perche la cicloide può essere rappresentala dalle due equazioni 
simultanee 



Ora a fine di trovare una sola equazione tra le quantità variabili 
w ed y, osserviamo che nella curva circolare DMD', rispetto agli 
assi DD' e DY che sono il diametro e la tangente del circolo nel 

punto D, esiste (Vlj la formola MH = v 2cjc — x\ e perciò anche 
il valore 



onde la seconda delle due equazioni (22) diviene manifestamente 



c rappresenta così la cicloide, in cui le coordinate dei varii punti 
sieno contate dal vertice nell'asse della curva e in una retta per- 
pendicolare all'asse. 

XXXII. Coordinate rettilinee e polari del punti nello 

gpazio. Quando i diversi punti di una figura geometrica sono co- 
munque collocati nello spazio, per determinarne la posizione, è di 
mestieri il riferirli a Ire assi fissi AX (fig. 16.»)* AY, AZ che s'in- 
contrino sotto un angolo qualunque in A , oppure ai tre piani YAZ, 
XAZ, XAY determinati dai medesimi assi. Le rette MD', MK' ed 
UH, le quali si menano dal punto M a que' piani e sono relativa- 
mente parallele agli assi, misurale che sieno, bastano a determina- 
re la posizione del medesimo punto rispetto agli assi o ai piani ora 
mentovali, e si chiamano le coordinate rettilinee di esso: compiu- 
to il parallelepipedo KD', per le tre coordinate del punto M possia- 
mo prendere le rette AK, AD, AA'; ovvero anche le rette AK =a?, 



(22) 




sena 



MH y/2c.r— 
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KIl=f/, BfH==z. Queste relte o coordinale x, y, z debbono ri- 
guardarsi come positive o come negative, secondochè sono dirette 
verso X, Y, Z, o verso le parli opposte; e si ottengono tulli i punti 
dello spazio, facendo variare le stesse x, 1/, z tra i limiti — » e 
-f-oo . Gli assi d'ordinario si stabiliscono ad angoli retti, nel qual 
caso le coordinate sono dette ortogonali ; la reità poi AM che con- 
giunge l'origine A col punto M, sarà la diagonale di un parallele- 
pipedo rettangolo che ha per lati presso un suo vertice le tre coor- 
dinate del medesimo punto M. 

A definire la posizione dei punti nello spazio, si usano ancora le 
coordinate polari : cioè costituiti i tre assi ad angoli retti, la posi- 
zione del punto M può anche determinarsi per mezzo del raggio vet- 
tore AM = p, e per gli angoli MAZ = 0 ed HAX = », che forma il 
raggio vettore celi asse AZ e la proiezione di esso raggio sopra XAY 
coli' altro asse ÀX. Per avere le posizioni di tulli i punii dello spa- 
zio, basta assumere l'angolo w da 0° a 360°, l' angolo 0 da 0° a 180°, 
e il raggio p da zero à -hoc . 

Ricercando adesso le relazioni tra le coordinate rettilinee e orto- 
gonali, e le coordinate polari, per trasformare all' uopo le une nel- 
le altre; le troveremo immantinente per mezzo dei triangoli AHK 
ed AIIM racchiuse nelle equazioui 

x = AH cos w = p cos (90° —0) cos w = p sen 0 cos w , 
y = AH sen u> = p sen 0 sen u> , 

z = p cos e. 

Queste tre equazioni s' innalzino alla seconda potenza, e si uni- 
scano insieme colla somma; la terza equazione si divida per la 
quantità p, e le prime due si dividano l'una per l'altra : si trove- 
ranno facilmente le formolo inverse 

? ^x i -hy t -hi % , cos 0 = -j== 1 langw . 

VX +y ' -hs" b x 

XXXIII. Proiezioni dell? rette e delle «ree plano La 

proiezione di un punto sopra una retta o sopra un piano è il piede, 
ossia la estremità del perpendicolo abbassalo dal punto sopra la 
retta o sopra il piano. — La proiezione di una retta di lunghezza 
determinata sopra un'altra retta o asse indefinito, non è che la di- 
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stanza compresa tra le proiezioni dei punii estremi della prima ret- 
ta, si trovino o no in uno stesso piano la retta proiettala e Tasse 
di proiezione; la proiezione poi di una linea qualunque sopra un 
dato piano e il luogo delle proiezioni di tulli i punii della linea me- 
desima, ossia è la linea costituila dalle estiemilà di tulli i perpen- 
dicoli clic si concepiscono abbassati dai punti della linea dala so- 
pra il dato piano : e siccome questi perpendicoli, quando si tratta 
di una linea retta, sono tulli situati in uno slesso piano perpendico- . 
lare al pianò di proiezione ; così essendo le loro estremità poslc 
tulle nella intersezione dc'due piani, la proiezione di una retta so- 
pra un piano sarà anche essa una linea retta, e si ridurrà pure al- 
la distanza compresa tra le proiezioni dei punti estremi della retta 
data, come già abbiamo supposto nel numero precedente. — Io 
fine la proiezione di un'arca piana sopra un piano è l'area circo- 
scritta dalla proiezione del contorno poligono o curvilineo dell'area 
data. Tutte queste proiezioni sono ortogonali; sarebbero oblique, 
se si facessero parallelamente a una reità ov vero a un piano co- 
munque inclinali all'asse e al piano di proiezione : ma noi nella pre- 
sente opera nominando le proiezioni senz'altro aggiunto, intendere- 
mo sempre le proiezioni ortogonali. 

Poste queste nozioni, diciamo 1.° che la proiezione di una retta 
sopra un asse si esprime col prodotto della retta per il coseno 
dell'angolo che fa la medesima retta coll'asse, ovvero con una ret- 
ta parallela ali asse. Sia XX' (fig. 17. a ) una retta indefinita o un 
asse ; AB = r una retta determinata in lunghezza, e situata co- 
munque nello spazio; ed a l'angolo che forma la direzione AB col- 
l'asse XX' dalla parte positiva X, ovvero con una retta AC con- 
dona per il punto A parallelamente ad XX': dai punti estremi A,B 
della retta AB si abbassino i perpendicoli AA',BB' sopra l'asse ; 
sarà A'B' = p la proiezione di AB sopra XX'. Meniamo dal pun- 
to B' una retta B'D parallela ad AA' , la quale incontrerà la retta 
AC in D, e congiungiamo D con B mediante la retta DB: la retta 
AD risulterà uguale alla proiezione A'B', e il piano BB'D sarà per- 
pendicolare all'asse e 'alla sua parallela AC; onde il triangolo ABD 
rettangolo in D ci darà la forinola p — r cos a, la quale esprime 
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appunto il teorema della proiezione di una retta sopra un asse. — 
Osserviamo che la proiezione di una retta r sopra un asse XX' si 
considera come positiva o come negativa, secondo che si dirige 
verso la parte positiva X o verso la parie negativa X' : per tener 
conto del segno, basterà che nel prodotto rcosa, ond'è espressa la 
proiezione della retta, si prenda sempre positivo il primo fattore r, 
e che si attribuisca al secondo fattoi e cos % il segno positivo o ne- 
gativo, secondo che l'angolo a è acuto ovvero ottuso. 

Diciamo 2.° che la proiezione di un'area piana sopra un piano 
qualunque è uguale al prodotto dell'area per il coseno dell'angolo 
fatto dai due piani. Consideriamo prima un' area triangolare, la 
quale può avere un lato parallelo al piano di proiezione, ovvero può 
essere comunque situata rispetto al medesimo piano. Se il triango- 
lo ABC (iig. 18.*; ha un lato per es. BC parallelo al piano di pro- 
iezione, questo piano senz'alterare la proiezione del triangolo si po- 
trà trasportare parallelamente a se slesso, di modo che passi in 
fine per il lato BC: in questa posizione se si abbassi sopra il piano 
il perpendicolo AD, sarà BCD la proiezione del triangolo. Dal pun- 
to D si conduca nel piano la retta DE perpendicolare a BC; la ret- 
ta AE che unisce il punto A della retta AD perpendicolare al piano 
e il punto eslremo E della retta DE perpendicolare a BC giacente 
nel piano, secondo un teorema di geometria elementare, sarà an- 
che essa perpendicolare a BC: onde l'angolo AED è la misura del- 
l'angolo diedro (s, che forma l'area triangolare col piano di proie- 
zione ; e sussistendo DE = AEcos3nel triangolo ADE, si avrà 
1 i 

ancora -3-BC X DE — — BC X AEcosp, ossia area BCD — area 

ABC cos 3. — Se poi il triangolo ABC è comunque situato rispetto 
al piano di proiezione, potremo sempre far passare questo piano per 
un vertice per cs. B, di modo che gli altri due vertici rimangano 
da una slessa parte del piano : in questa posizione sia BH l'interse- 
zione del piano del triangolo col piano di proiezione, D e K sieno le 
proiezioni dei punti A e C ; essendo H il punto dove il prolunga- 
mento del lato AC incontra il piano di proiezione, saranno BDH e 
BKH le proiezioni dello aree triangolari ABH e CBU. Ora queste 
aree hanno un lato posto sul piano di proiezione; e in virtù di ciò 
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che è stato già dimostrato , sussistono lo uguaglianze BDII = 
ABH cos 3, BKH = CBI1 cos £ : dunque prendendo la differenza, 
avremo la proiezione del triangolo proposto, cioè area BDK = 
area ABC cos£; che è appunto quello, che dovea dimostrarsi. — 
È poi manifesto che il teorema delle proiezioni dimostrato per un 
triangolo, vale ancora per un poligono piano, il quale può sempre 
risolversi in triangoli; e può anche applicarsi ad un'arca piana ter- 
minata da qualunque linea curva, perchè una tale area può consi- 
derarsi come il limite dell'area di un poligono inscritto, ovvero co- 
me un poligono di un numero infinito di lati : onde se si chiami P 
la proiezione dell'area piana A sopra un piano che fa colla medesi- 
ma area un angolo si avrà generalmente P= A cos 

XXXIV. Ilqnuxloiic della line» retta nello Kpazio. Sup- 
poniamo ortogonali gli assi, ai quali si riferisce la retta indefinita 
RR' (fig. 19. a ), situata comunque nello spazio: se da due punti 
M, M' di quella retta si abbassano i perpendicoli UH ed M'U', MN 
ed ìM'Y sopra due piani coordinati, per cs. sopra XAY ed YAZ; le 
rette PP', OQ' menate per le estremità di que' perpendicoli saranno 
le proiezioni della data retta, luna nel piano XAY e l'altra nel piano 
YAZ. Ora espresse con <c, y, : le coordinate AK, IIK, Mll di un 
. punto qualunque M della retta RR'; le due y apparterranno an- 
cora al punto corrispondente H della proiezione PP? riferita agli as- 
si AX, AY, e le due y apparterranno anche al punto N della pro- 
iezione QQ' riferita agli assi AZ, AY : dunque [111. (2) j essendo 

(23) y~ax-hb, y — a'z ~h b' 

le rispettive equazioni delle due proiezioni, potremo colle medesimo 
rappresentare la linea retta posta nello spazio; dacché per mezzo 
di quelle equazioni, presa più volte ad arbitrio una coordinata per 
es. x, possono ricavarsi le altre due y e s, le quali insieme colla 
prima determineranno nello spazio la posizione di diversi punti, e 
conseguentemente la posizione della medesima retta RR'. 

Pertanto una retta nello spazio è rappresentata dalle due equazio- 
ni simultanee (23), che si dicono le equazioni della retta medesima, 
e sono di primo grado relativamente alle coordinate di un suo pun- 
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to qualunque; viceversa le due equazioni (23), quando sieno date 
o risultino dai calcoli istituiti per la soluzione di qualche problema, 
rappresentano sempre ;IV,V) una linea retta nello spazio. La retta 
BIT potrebbe anche rappresentarsi per cs. colle due equazioni x = 
a" z -+- 6", y = a' z -f- 6', che sono le equazioni delle sue proiezio- 
ni sopra i piani coordinati XAZ ed YAZ; ovvero colle due equazio- 
ni y = ax 4- b, x = a"z -+- b'\ onde sono rappresentate le proie- 
zioni della medesima retta sopra i piani coordinati XAY ed XAZ che 
hanno comune l'asse delle x. 

Se la linea nello sp azio fosse curva, le sue equazioni sarebbero 
pur quelle delle proiezioni sopra due piani coordinati, ossia delle li- 
nee tracciate dalle estremità di due sistemi di perpendicoli che dai 
singoli punti della curva si conducono ai delti piani: onde che co- 
nosciute l'equazioni delle due proiezioni, potrà facilmente definirsi 
nello spazio la curva corrispondente. 

XXXV. s i|uaz!onc della Kupcrflcle plana. Sieno AX, ÀY, 
ÀZ (lìg. l'i), tre assi oilogonali ; il piano indefinito BCD incontri 
l'asse AZ in C, e intersechi i piani coordinati XAZ, YAZ secondo lo 
rette CB, CD. Condotte le coordinale MH = z, I1K sa AK =z x 
di un punto qualunque M della supei fìcie piana BCD , riescono pa- 
ralleli i due piani MHK ed YAZ; epperò saranno pur parallele non 
solo le rette KIIU ed AY , ma ancora le intersezioni KEV ed ÀZ , 
EMT e CD dei medesimi piani sia col piano coordinato XAZ , sia 
col dato piano BCD : per la qual cosa prolungando le rette DC ed 
YA, TE ed UK lino al loro iucoulro in 1 ed L'; come abbiamo l'au- 
golo UKV = YAZ -= 00°, così avremo eziandio l = V. Quindi 
prolungata anche la retta CB fino al suo incontro con AX nel pun- 
to F, e fallo AC = q, tang F — m , taug 1 = n = tang I' ; rispetto 
al punto II della retta ET posta nel piano UKV e riferita agli «issi 
ortogonali KU e KV, esisterà [IH. (2)] l'equazione s = ny + EK ; 
e rispetto al punto E della retta CB riferita agli assi AX ed AY , 
esisterà pure 2K = nix -+■ q: adunque l'quazione del piano BCD 
sarà 

z ~mx + ny+ q; 
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la quale per un piano che passi per l'origine delle coordinate, a 
cagione di q — 0, diviene 

z = mx -h ny. 

Oneste equazioni tra le coordinate variabili x, y, z sono di primo 
grado; e in esse lo quantità costanti m ed n sono le tangenti degli 
angoli, che formano rispettivamente cogli assi delle x e delle y lo 
intersezioni, ossia le tracce del piano dato sopra i piani coordinali 
XAZ ed YAZ: la quantità costante q ò la distanza della origine A 
dal punto, ove il piano proposto interseca l' asse delle s. Moltipli- 
cando le medesime equazioni per una costante arbitraria C, c fa- 
cendo — Gm — A, — Cn*= B, — Cq — D, le ridurremo allo 
forme generali 

Ax H- Uy -H Cz D = 0 , Xx-h % *+- Cz = 0; 

e con queste equazioni di primo grado rispetto alle variabili x, y, % 
saranno pure rappresentati rispettivamente un piano qualunque da- 
to, ed un piano che passa per l'origine delle coordinale. 
. XXXVI. Viceversa una equazione di primo grado tra le variabili 
x, y, z rappresenta sempre un piano. Immaginiamo t'issati nello 
spazio tre assi rettangolari AX, AY, AZ (fig. 21."); e prendiamo a 
considerare l' equazione generale 

(24) ' kx -h B// -h Cz -4- D = 0, 

la quale determina sempre una superGcie che noi proveremo essere 
un piano. Se si pone successivamente y = 0 ed x = 0, proverranno 

, M AD B D . 

le equazioni z — — x — jr , % = — y — - ; le quali rap- 
presentando le intersezioni della superGcie (24) coi piani coordinali 
XAZ ed YAZ, ci dimostrano che queste intersezioni o Iraccc sono 
due linee rette CB e CD. A una distanza arbitraria AA' = 6 si ta- 
gli l'asse AY con un piano X'A'Z' parallelo al piano XAZ, e che 
viene determinato dagli assi A' X' ed A' T rispettivamente paralleli 
ad AX ed AZ : questo nuovo piano X' A' 11 intersecherà la supei li- 
scie (24); e un punto qualunque M della intersezione avrà nel nuovo 
piano le due coordinate x c z, che con y~b dovranno soddisfare 
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alla equazione (24) della superficie cercata. Otterremo dunque per la 
della intersezione relativamente agli assi ortogonali À'X' ed MI' la 

equazione A x B6 -h Cz -4- D = 0, ossia *= ~ ~ x— ?Ì?^: 
ora questa equazione rappresenta una retta, ed ha lo slesso coeffi- 
ciente angolare colla equazione z= — jr-x — ~, ond ò rappresen- 
tata la retta CB; dunque l'intersezione della superficie (24) con un 
piano qualunque X' A'Z' parallelo al piano XAZ, è una retta che fa 
con A'X' un angolo uguale a quello formalo da CB con AX, ossia 
è una retta C B' parallela alla traccia QB. Da ciò si conchiudc che 
la superficie rappresentata dalla equazione (24) può riguardarsi co- 
me generata da una reità C B', che si muove parallelamente alla 
reità CB e nel tempo stesso si appoggia costantemente a un'altra 
retta CD: ma questo ò uno dei diversi modi, onde si genera un pia- 
no; dunque la delta superficie è un piano. 

XXXVII. Osserviamo che nella equazione (24) può mancare 
qualcuno dei quattro termini ; in tal caso il piano, cui essa rappre- 
senta, prendo una posizione particolare rispetto agli assi coordinali. 
Se mancasse l' ultimo termine D, il piano passerebbe per l'origine 
delle coordinate; giacché nella delta ipolesi l'equazione diviene \% 

B.y-+- Cz = 0\ e si veritiera per i valori simultanei x=-Q,y — 0 y 
z = 0. 

Quanto agli altri termini in cui entrano le tre variabili, non pos- 
sono supporsi nulli nello stesso tempo i loro coefficienti ; perchè al- 
trimenti sarebbe anche nulla la costante D, e l'equazione si ridur- 
rebbe a una identità senz' alcun significato. Pertanto supponiamo 
1.° che nella equazione (24) sicno nulli due soli coefficienli, per cs. 

A e B: l'equazione diviene Cz -4- D = 0, ossia z = — -5- ì e così 

rappresenta nello spazio la serie di tutti quei punti, che per qua- 
lunque valore delle coordinate x ed y hanno la coordinata z costan- 
te ed = — "jj-; cioè rappresenta un piano parallelo al piano XAY, 
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e che taglia l asse delle z a una disianza qualunque data — —-dal- 

Li 

la origine A. Se fossero nulli i coeflìcicnli A e C, ovvero B e C, 
l'equazione diverrebbe y = — ovvero x — — perciò rap- 
presenterebbe un piano parallelo al piano coordinalo XAZ, ovvero 
al piano YAZ: se in quesli diversi casi fosse nulla anche la costante 
D, si avrebbero le equazioni z = 0, y~ 0, x~ 0, le quali rap- 
presentano ciascuna da sè nello spazio uno dei tre piani coordinali. 

Supponiamo 2.° che nella equazione (24) sia nullo un solo dei 
coefficienti delle tre quantità variabili, supponiamo per es. C = 0: 
allora l'equazione diventa Xx Bj/ -h D = 0 ; e una tale equazione 
che nel piano XAY rappresenta una retta, rappresenterà nello spa- 
zio un piano condotto per la medesima retta parallelamente all'asse 
AZ. Infatti il piano che in questo caso particolare deve essere pure 
rappresentalo dalla equazione Xx-h Bi/-h D — 0, ha per traccia 

per es. nel piano YAZ la retta y = — ^ , che si ottiene col fare 

x=zQ: or questa retta è manifestamente parallela all'asse AZ; dun- 
que al medesimo asse è anche parallelo il piano Ax-HB^-hD= 0, 
che passa per quest' ultima retta. In generale una equazione di pri- 
mo grado, la quale contenga due sole coordinate, rappresenta nello 
spazio un piano parallelo all'asse della terza coordinata. 

XXXVIII. Equttziool delle superficie di rotazione. S« 

fosse proposta una superficie curva, si troverebbe una equazione di 
grado superiore al primo tra le coordinate variabili de suoi punti, 
ed una o più quantità costanti : per mezzo di una tale equazione, 
prese ad arbitrio due coordinate, per es. x ed y y si determinerebbe 
la terza coordinata z, e potrebbe così conoscersi la posizione re- 
lativa di ciascun punto della superficie. Qui ci limitiamo a trovare 
le equazioni di alcune superfìcie di rivoluzione, vale a dire delle 
superficie di que' solidi che sono generali dalla rotazione di una da- 
ta figura piana intorno a un asse fisso: la linea che nella rotazione 
intorno all'asse produce la superficie, si dice linea generatrice; e 
ciascun punto di questa descrive una periferia circolare in un piano 
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perpendicolare all'asse di rotazione, la quale ha il centro nell'asso 
medesimo. 

Stabiliti i solili assi ortogonali e condotta nel piano XAY una retta 
ÀU, sia UAZ un piano mobile intorno all'asse AZ, e in esso si descriva 
un i linea qualunque PMP' (fig. 22. a ): rivolgendosi il piano intorno 
ad AZ, la figura piana APP'A produce un solido, e la linea PMP' ge- 
nera la superficie curva POR, dalla quale è terminalo il solido. Sieno 
x — AK, y — IIK , z — MH le coordinate di un punto M della super- 
ficie, e da questo punto si abbassi la perpendicolare MN = u sopra 
l'asse di rotazione: atteso il triangolo rettangolo AIIK, sussisterà la 

relazione »' = MÀ" = Ali 1 — AK* -h HK* — x* -f-i/V Ora il pun- 
to M appartiene anche alla linea generatrice PMP', e rispello ai due 
assi rettangolari AZ, Al) ha per coordinate u = MN e z = MH 
= ÀN ; dunque V ordinata u , che in sostanza è il raggio della cir- 
conferenza descritla da M, e che varia generalmente da un punto 
all'altro della linea generatrice, secondo la diversa natura di que- 
sta linea verrà diversamente espressa per l'ascissa : ; e cosi me- 
diante la sostituzione del valore u\ l'equazione trovatati' =x* 
-+- y* conterrà le tre coordinate x, s, e rappresenterà la super- 
ficie generata dalla rotazione della linea PMP' intorno all'asse AZ. 
Se l'asse di rotazione fosse A Y, si avi ebbe per rappresentazione 
della superficie generala la equazione u* = x*-h *% dove l'ordi- 
nata u della linea generatrice verrà espressa per l'ascissa corri- 
spondente y; e se la rotazione si facesse intorno all'asse AX, la 
equazione della superficie risulterebbe dalla forinola »*= jf* 
nella quale si dovrà pure sostituire il valore della ordinata u 
espresso per l'ascissa x della linea generatrice. 

XXXIX. Venendo al particolare, consideriamo le superficie ge- 
nerate dalla rotazione delle linee di secondo ordine intorno ai ri- 
spettivi loro assi. Immaginiamo 1.° che l'area e la curva paraboli- 
ca AM (fig. o. a ) si rivolga intorno al proprio asse AX: verrà pro- 
dotto un solido che dicesi paraboloide di rivoluzione; e stando l'o- 
rigine delle coordinate ortogonali nel vertice A, la superfìcie del 
solido generala dalla parabola AM che si rappresenta (Vili) colla 
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equazione u % = Zpx, avrà per equazione u* — if + z*, ossia 2pa? 

Immaginiamo 2.° che la semi-ellisse ABA' (fig. 8. a ) si rivolga 
intorno all'asse trasverso AA\ preso come asse delle x: essendo 
b* 

u'--^p(a* — or) l'equazione della linea generatrice rispetto al cen- 
tro (XIV), l'equazione u 9 = y* z % della superficie generata, 
dalla quale viene terminata Y ellissoide di rivoluzione, prenderà la 
forma 6V-+- «'(i/'-h s*) = a"6\ — Se poi si faccia girare la 
semi-ellisse BAB f intorno all'asse coniugato BB', preso come asse 

a* 

delle»/, sarà = — l'equazione della linea generatrice 

(XV in fine); e l'equazione della superficie generata, avendosi in 
genere u* = x* sarà b* V ~h s") -t-a 1 !/* — a'b*, nella quale 
le coordinate hanno sempre Y origine nel centro della figura. — 
Neil' una e nell'altra equazione si ponga a — r = b: l'ellisse gene- 
ratrice si trasforma in un circolo di raggio r, e la superficie del- 
l'ellissoide in una superficie sferica; dunque una superficie sferi- 
ca, il cui centro sia nella origine delle coordinate rettangolari e il 
raggio si esprima con r , \crrk rappresentala dalla cquaziono 
a?» 4-^4-1-= r\ 

Immaginiamo 3.° che si rivolgano intorno all'asse trasverso A A', 
consideralo come asse delle ascisse, i rami AM ed AN di una iper- 
bola (fig. 11.*): per avere l'equazione della superficie che nasce da 
questa rotazione, e che termina l' iperboloide di rivoluzione a due 
falde, basterà prendere la relazione u* = y* -h s\ e sostituirvi il 

-valore ^(x* — a*) in luogo di u % (XXII); di tal modo proverrà l'e- 
quazione 6V — a\y* -r-z*) = a'b\ — Se invece rotasse l'arco i- 
perbolico M AM' intorno all'asse coniugato BB', considerato come asso 

delle y, nella formolaw* = x* -f- z* dovrebbe farsi w' = ^t (y*-*-b*) % 

come apparisce dalla equazione (19) del citato numero (XXII), riso- 
luta rispetto alla quantità x*; e cosi dimorando sempre l'origine 
delle coordinate nel centro dell' ipcrbola, si otterrebbe l'equazione 
Voi I. 4 
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6' (a'-Ks") — a % if = a*b\ che rappresenta la superficie di una 
iperboloide di rivoluzione a una falda. 

Bastino per ora questi principii di geometria analitica; aggiun- 
geremo alcune altre cose nel corso dell'opera: così, per es., nel nu- 
mero (31) della Meccanica, prendendone l'occasione dalla composi- 
zione delle forze, vedremo la relazione che passa tra gli angoli for- 
mati da una retta nello spazio con tre assi rettangolari ; e daremo 
le forinole che esprimono la distanza tra due punti nello spazio per 
le loro coordinate, e l'angolo di due rette per gli angoli che fanno le 
medesime rette cou tre assi ortogonali. Veniamo adesso ad espon e 
i principii del calcolo infinitesimale, richiamando prima le principali 
formole di trigonometria. 

X.L. I nvola delle principali formule di trigonometria 

plana. Abbiamo già fatto uso, e di frequente dovremo ancora far 
oso in quesla opera di parecchie formole trigonometriche: sarà be- 
ne il metterle qui raccolte in un quadro, per averle presenti allo 
sguardo e servircene opportunamente all'uopo. Essendo 1 il raggio 
degli archi circolari a e b, sussistono le forinole seguenti: 

1. ° 

scn — a — — sen a , cos — a = cos a , 

tang — a = — tango, cotg — a = — cotg a , 

sec — a = sec a , cosec — a=- — cosce a , 

scn. v.— a — sen.v. a, cos. v. — a =cos. v. a-+-2sena. 

2. * 

sen (90* — a) = cos a , cos (90° — a) = sen a , 
tang (90° — a) — cotg a , cotg (90° — a) = lang a , 
sec (90° — o) = cosec a , cosec (90° — a) = sec a , 
sen.v. (90° — o) = cos. v. a , cos.v. (90° — a) == sen. v. a. 

3. ° 

sen (1 80° - a) = sen a , cos (180° — a) = — cos a , 

tang (180° — a) = —tango , cotg (180°— o)= — cotga, 

sec (180° — a) = — sec a , cosec (180°— a) = cosec a, 

seH.v.(180*— a)=sen.v.a-h,2cosa 1 cos. v. (180°- a) = cos.v. a 
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scn' a cos' a = 1 , scc* 0 = 1+ tang 1 a, cosec' a = 1 ~f- cotg' a , 

. scn a . cosa 1 1 

tanga=-— , colga = — , seca = , cosec a = . 

cosa ° sena cosa sena 

, tang'a 

Se ° a=: 1 4- tang'a ' scn * v * a = 1 ~~ cos 0 » ^ os ' v * a = 1 "~ sen a • 

5. ° 

sen (a =fc 6) = sen a cos 6 :±= cos a scn 6 , 
cos (a r± è) = cos a cos 6 ^= sen a sen b , 

1 zì= laug a lang 0 

m ' cotg Ò + cotg a 

6. ° 

sen (a-f-ò)4-sen (a — 6)= 2scnacos 6 , 
sen (a -f- 6) — sen (a — b) = 2 cos a scu b , 
cos (a -+- 6) -h cos (a — 6) = 2 cos a cos 6 , 
cos (a — b) — cos (a + 6) = 2 sen a sen 6 . 

7. ° 

1 1 

sen a scn 6 = 2 sen ^ (a-hò)cos j (a— 6), 

1 1 

sen a — sen 6= 2 cos-^- (a-h 6) sen -~- (a — 6) , 

1 1 

cos a -4- cos 6 = 2 cos y (a-+-ò) cos g-(a — ò) , 

1 1 

cos b — cos a = 2 sen (a -4- 6) sen i-(a — b) , 

sena-4-senò =: taDg 2 (a+ò ) cos ò + cosaci ( fl+6 ) 

sena— senò 1 , » cosò — cosa é 1 . 

lang -j (a —6) tang y(« —6) 
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8. ° 

sen 2a — 2 sen a cosa, cos 2a — 2 cos* a — 1=1 — 2 sen* a , 
,1 1 — cos a ,1 1 + cos a ,1 1 — cos a 
2 2 i 2 '°2 1 + cos a ' 

1 1 

2tang-5 a 2colg-^a 

tanga = -y-=' j— ' , 

1 — lang'-^-u eolg'^-a — 1 

1 sen a 1 — cos a 

lang -y a = <— — . 

° 2 1 + cos a sen a 

9. ° 

In un triangolo qualunque reltilineosi chiamino o, 6, ci lati, A, B,C 
gli angoli opposti, 2p il perimetro, ed S l'area; valgono le rela- 
zioni 

a : b : c — sen A : sen B : sen G , 
a* = ò'-hc' — 26ccos A, a = 6cosC-t-ccosB, 

langl(A-B)=^| coigi-C, 

S = ab sen C == V^p [p — <0(i J — W — c) , 

_ , . . -..i S _ arca del triangolo 

Raggio del circ. inscritto al triang. == — = 2 — p Cr i me t r0 — * 

10. f 

Nel caso particolare dei triangoli rettangoli, fatto A = 90°, e pe- 
rò essendo a l'ipotenusa, si hanno le forinole 

6 = a sen B = a cos C , 
b 

j-= tang B = cotg C , 
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CALCOLO INFINITESIMALE 

XLI. Quantità infinitesime ordini diversi ed espres- 
sioni delle medesime. Diciamo infinitesima quella quantità, che 
si concepisce minore di qualsivoglia data quantità, comunque pic- 
cola, della medesima specie ; come per converso diciamo infinita 
una quantità, che nella medesima specie si concepisce maggiore di 
qualsiasi data quantità, comunque grande: i valori delle quantità in- 
finitesime ed infinite sono indeterminati totalmente; la quantità fi- 
nita è determinata in se, o rispetto ai limili tra i quali può variare. 
Ora se rappresentando con a una quantità infinitesima, la rìsguar- 
diamo come posta nel primo ordine, le successive potenze della me- 
desima, cioè a', a 3 , ... , a n , saranno quantità infinitesime di secon- 
do, terzo, ennesimo ordine; perchè nella serie di quelle quan- 
tità, ciascuna deve estimarsi infinitamente minore della precedente 
e maggiore della susseguente. 

Espresso quindi con A* un valore finito qualunque, la quantità 3 
dovrà tenersi per infinitesima di primo ordine, ove sia finito il suo 

rapporto colla quantità a, cioè ove esista ^ = k ; perche in altra 

guisa sarebbe infinitamente maggiore o minore di a, e perciò il 
rapporto della prima quantità alla seconda, tutto al contrario della 
ipotesi, consisterebbe in un valore infinito o infinitesimo^ Per somi- 
gliante ragione le quantità consecutive 7, ò, . . . , m sono da aversi 
per infinitesime di secondo, terzo, . . . , ennesimo ordine, quantunque 
volte si supponga 
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e così le rispettive espressioni o forme delle quantità iufinitcsime dei 
varii ordini saranno 

$ = kx , f = kx* , 2 = kx* , . . . , w = fra* : 

d'onde s' inferisce ehe ti prodotto di una quantità finita per una 
infinitesima di un dato ordine qualunque è una quantità pure infi- 
nitesima dello stesso ordine. 

A queste nozioni si aggiugne un principio ammesso generalmen- 
te nell'analisi infinitesimale ; ed è che possono trascurarsi senza er- 
rore sì le quantità infinitesime di qualunque online in paragone di 
una quantità finita, e sì ancora le quantità infinitesime di ordini più 
elevali rispetto a una quantità infinitesima di ordine inferiore: vale 
a dire che nel calcolo infinitesimale si considerano come uguali due 
quantità finite che differiscono tra loro di una quantità infinitesima, 
ed anche due quantità infinitesime «li un determinato ordine le quali 
differiscano l'una dall'altra di una quantità infinitesima di ordine 
supcriore; in quanto che Dell' un caso e nell'altro la differenza tra le 
due quantità e minore di qualsivoglia dato valore, comunque piccolo. 

XIII. rondoni. Una quantità dicesi costante o variabile, se- 
condo che essa ha un valore fìsso , ovvero può successivamente ri- 
cevere diversi valori: così percs. nelle linee di secondo ordine sono 
quantità costanti gli assi e il parametro, e per contrario sono varia- 
bili le coordinate dei punti delle medesime curve. 

Ora se le due quantità variabili x ed y sono vincolale tra loro con 
tale relazione che fatta variare l una di esse, per es. or, ad arbitrio, 
riceva necessariamente una variazione anche l'altra y, e dato il va- 
lore di quella possa pur determinarsi il valore di questa; la prima 
quantità cioè x dicesi variabile indipendente, e la seconda ossia y 
chiamasi funzione della stessa quantità j, da cui dipende. Pertanto 
le quantità variabili e indipendenti sono quelle, alle quali si attri- 
buiscono arbitrariamente valori differenti gli uni dagli altri; e fun- 
zioni delle medesime sono quelle altre quantità, i cui valori dipendo- 
no e restano determinati dai valori attribuiti alle prime: così nella 
equazione y = ax, colla quale si esprime la relazione tra le coordina- 
te ortogonali di una retta situata in un piano e che passa per l'ori- 
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gine, l'ascissa x si risguarda come variabile indipendente; e quindi 
l'ordinata y la quale può completamente determinarsi, conosciuta 
che sia la x, dovrà dirsi funzione della medesima ascissa. A si- 
gnificare cosiffatta condizione o dipendenza della quantità y dalla x, 
sogliamo usare i simboli o le lettere f, F, ?, /, ecc., scrivendo 
y (= ax) = f (x) ; e questa equazione si enuncia nel modo seguen- 
te: « t/, ovvero a ragion di esempio ax, è funzione della quantità 
« variabile x ». 

Peraltro nella maniera che abbiamo ora detto, si rappresentano 
solo le funzioni esplicite; cioè quelle funzioni, le quali trovansi im- 
mediatamente espresse per la variabile indipendente, sicché per ot- 
tenerne i valori non si abbia a far altro che effettuare le operazioni 
già tutte indicate sopra la medesima variabile e le quantità costan- 
ti : di tal fatta ò la funzione y nella equazione testò considerala 
y = ax; perchè viene espressa immediatamente per la variabile 
indipendente a;, e se ne ottiene il valore col solo eseguire la molti- 
plicazione già indicata della quantità costante a per la stessa varia- 
bile x. Guanto alle funzioni implicite, a quelle cioè che non sono 
immediatamente date per la variabile indipendente x y e che sono 
connesse con questa per mezzo di equazioni non ancora risolute 
rispetto alle medesime funzioni; per renderle esplicite, conviene 
risolvere in ordine alla variabile y le slesse equazioni, in cui le 
funzioni sono contenute : così implicita è la funzione y per es. nella 
equazione if — 'ìxy -f- a* = 0 ; e quando questa equazione si ri- 
solva rispetto alla y considerala come incognita, la funzione di- 
verrà esplicita, e potrà designarsi coi simboli sopraddetti y = x 

=fc s/¥^ = F (x). 

XL1I1. Le funzioni esplicite di una quantità variabile x si divi- 
dono in algebriche e trascendenti. Le funzioni algebriche sono 
quelle che provengono dalle prime operazioni dell'Algebra, dove 
cioè la variabile indipendente si trova sottoposta alla somma, alla 
sottrazione, alla moltiplicazione e divisione e innalzamento a poten- 
ze intere o fratte di esponente fisso e detcrminato : sono quindi al- 
gebriche le sei funzioni 

a 

a-hx^a— x ì ax ì — , a?™, \/x ; 
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nello quali a. m sono quantità costanti, ed m e inoltre un numero 
inlero e positivo. Quando poi le operazioni da farsi sopra la varia- 
bile indipendente sono diverse da quelle che abbiamo ora indicale, 
allora le funzioni si dicono trascendenti : tali sono le sei funzioni 

log(jr), a x , sena?, cosa-, aic(sen=a?), arc(cos = <r); 

che si appellano in ispccic funzioni logaritmiche, esponenziali e 
trigonometriche, perchè in esse la variabile x si trova involta nel 
segno logaritmico, o tiene il luogo di esponente, ovvero è soggetta 
ad operazioni di trigonometria. 

Le funzioni algebriche sono inoltre irrazionali o razionali, se- 
condo che la variabile x è compresa o no tra i radicali ; e le fun- 
zioni razionali sono fratte o intere, secondo che la variabile x vie- 
ne a trovarsi nel denominatore di qualche termine o nel solo nume- 
ratore, dopo di avere ridotti allo stalo positivo tutti gli esponenti 
delle sue potenze diverse : così delle tre funzioni algebriche 

-./—.. , aV'fl -4- ex* bx-hcx* 

a\/x +ÒX+CX* , — y— — — , , 

la prima sarà irrazionale, la seconda razionale e fratta, la terza ra- 
zionale e intera. Le funzioni intere sono di diversi gradi, e in cia- 
scuna di esse il grado si estima dal massimo esponente della varia- 
bile x: le funzioni di primo grado, come ax-\-b , si dicono anche 
lineari; perchè, come abbiamo già veduto, rappresentano geome- 
tricamente le ordinate di una linea retta. 

In fine le funzioni esplicite, sieno esse algebriche o trascendenti, 
si dividono in semplici e composte. Sono denominate semplici quel- 
le funzioni, nelle quali la variabile x soggiace a una sola operazio- 
ne; e composte si chiamano quelle altre funzioni, le quali risultano 
da più operazioni che si debbano eseguire sopra la medesima va- 
riabile : diremo dunque semplici le sci funzioni algebriche e le sei 
funzioni trascendenti, che abbiamo notate nel principio di questo 
numero; e diremo composte le tre funzioni, che abbiamo scritte in 
ultimo luogo. Ancora è da avvertire che una funzione composta 
si appella funzione di funzioni, quando le operazioni molteplici, in- 
dicate sopra la variabile x, sono accumulale le une sopra le altre ; 
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ossia'quando la prima operazione risguarda immcdialamcnlc la va- 
riabile indipendente x, e la feconda o le altre operazioni risguarda- 
no il risultato della prima operazione o delle operazioni precedenti: 
cosi le due espressioni log (cos x) , [log (eos x)] m Rorio bensì funzio- 
ni composte, ma la prima ò una funzione di funzione, e la seconda 
è funzione di una funzione di funzione; perchè nella prima si deve 
prendere il logaritmo di una funzione semplice cos x, e nella se- 
conda si deve formare la potenza emmesima del logaritmo del co- 
seno di un arco, cioè la potenza emmesima di una quantità varia- 
bile che è già funzione di funzione rispetto all'arco x. — Queste 
che abbiamo esposte finora, sono le principali specie in cui si di- 
stinguono le funzioni di una sola variabile. 

XLIV. Differenziali. Sia data un'equazione qualunque tra le 
quantità variabili j*, y; sicno per es. proposte le due equazioni 

b 

in queste se facciasi variare la indipendente x , cioè se si aumenti 
o si diminuisca di una quantità infinitesima che esprimiamo con dx; 
varici à necessariamente , cioè crescerà o scemerà insieme colla x 
anche la sua funzione y nella prima equazione, e per converso sce- 
merà o crescerà nella seconda equazione la medesima y di una 
quantità pure infinitesima dy; adunque dalle equazioni proposte si 
derivano le altre due 

y±dy = a(x + dx), y + dy^^J^^ ; 

le quali se i due incrementi dx e dy s' intendono positivi o negativi 
in sè slessi , possono anche scriversi 

y l-dy = a(x + dx), y + ^-J^L. 

Ora in queste ultime equazioni l'incremento infinitesimo dx che è 
stato attribuito alla variabile indipendente x t chiamasi il differen- 
ziale della medesima quantità x; e l'incremento infinitesimo dy che 
per la variazione della quantità x riceve la sua funzione y, dicesi 
pure differenziale di questa funzione. Un tal differenziale , attese le 
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ullime equazioni derivato c le due equazioni proposte, viene espres- 
so in questo modo 

dy = (i [x + dx] ! — a x, ; 

e data generalmente la funzione y = f (x) , si ricava la forinola 
differenziale 

dy == df(x) = /> -h dx) — : 

ciò vuol dire che il differenziale di una funzione qualunque del- 
la quantità variabile x è uguale alla differenza tra il secondo e il 
primo stato della medesima funzione; ovvero si ottiene, sostituen- 
do prima x -+- dx nel luogo della quantità x . e quindi sottraendo 
la funzione primitiva. 

11 calcolo differenziale è quella parto di Matematica, nella quale 
si cercano, e si stabiliscono i differenziali delle diverse funzioni: noi 
daremo qui le regole principali e più cornimi di questo calcolo, con- 
siderando prima le varie specie di funzioni che abbiamo noverate 
di sopra , e che son tutte continue tra certi limiti. Una quantità va- 
riabile e indipendente x si dico continua quando essa non può pas- 
sare da un dato valore a un altro valore qualunque, senza che pas- 
si prima per tutti i valori intermedii , ossia quando la medesima 
quantità può sempre variare tra due limiti qualunque per gradi in- 
finitesimi: una funzione poi f{x) si dirà continua dal valore parti- 
colare ansino al valore x n della variabile indipendente x, se tra 
questi limili variando la x di una maniera continua o per gradi infì- 
tesimi dx,\d stessa funzione rimane costantemente reale e finita, e 
va anche essa variando per gradi infinitesimi dy. Ciò posto , ecco i 
differenziali delle diverse funzioni continue di una sola variabile. 

XLV. Il differenziale del prodotto di una quantità costante per 
una variabile uguaglia il prodotto della costante per il differenzia- 
le della quantità variabile. Ripigliando infatti la funzione ax , nel- 
la quale a è una quantità costante, abbiamo (XL1V) l'eguaglianza 

d.ax = a (x -h cb) — ~adx. 

Quindi se pongasi generalmente z = <? (x), si avranno lo due 
espressioni 
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d.a? (x) — d.az =zadz = a d?(x) , 

a a a a 

cioè 5t differenzia il prodotto di una quantità costante per una 
funzione qualunque della variabile x , con fare il prodotto della 
costante per il differenziale della funzione; e si differenzia il rap- 
porto di una funzione a una costante , con prendere il rapporXo 
tra il differenziale della funzione e la quantità costante. 
XLVI. // differenziale del rapporto di una quantità costante a 
una variabile è uguale al rapporto di segno contrario tra il pro- 
dotto della costante pel differenziale della variabile, e il quadrato 
della medesima quantità variabile. In vero il differenziale della 

funzione — vien dalo (XLIV) dalla forinola 
x 

^ a a a a dx adx 

x x + d x x x*-hxdx x* 

dove si trascura la quantità infinitesima (XL1) di primo ordino x dx 
in paragone della quantità finita x\ 
Quindi se facciasi generalmente 9(0) = a, risulterà l'espressione 

A a A a a< k . 

e così ima regola del tutto somigliante a quella che abbiamo or 
detta, vale pel differenziale del rapporto tra una quantità costan- 
te e una funzione qualunque di una quantità variabile. 

XLVI1. // differenziale di una potenza qualunque della variabi 
le \ si ottiene, col diminuire prima di una unità l esponente e col 
moltiplicare di poi la nuova potenza sì per l'esponente primitivo , 
come per il differenziale della quantità variabile. Sia la funzione x* : 
ne ritrarremo (XLIV) l'equazione 

d.x* ==(* + dxf- ar\=af + ax^dx + a(a ~ 1 W dx* 4- . . — * 

= ax*-*dx , 

scancellando i termini uguali e contrai ii, ed omettendo (XLI) le 
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quantità infinitesimo di ordini superiori al primo: la costante a rap- 
presenta un numero qualunque ; perciò nella dimostrazione del teo- 
rema si suppone ciò che noi proveremo nei numeri (LXV1 e seg.), 
vale a dire che la formolo del binomio di Newton sussiste sempre 
per qualunque esponente intero o frazionario , positivo o negativo. 
Inoltre poiché fatto = -, ha pur luogo il valore 

d[?(x)) a = d.z* = az a "dz = a[ ? (j)]**d?(ff) ; 

perciò i7 teorema dimostralo si estende ancora a una potenza di 
qualsivoglia funzione della quantità variabile x. 
Da ultimo siccome sussiste l'equazione 

l 1 « dz 

d V Z=d.Z = T 2 = . 

e generalmente 

così si conchiude che ad ottenere il differenziale della radice qua- 
dra di una quantità variabile z, o di una funzione qualunque ^(x) t 
basta dividere il differenziale della variabile o della funzione per 
il doppio della detta radice. 

XLV1I1. Il differenziale del seno di un arco variabile è uguale 
al prodotto del coseno per il differenziale del medesimo arco. Di- 
fatti ponendo x -h dx invece di x nella funzione scn x, e usando le 
opportune forinole di trigonometria, otteniamo 

t/sen x = sen(x -4- dx) — scn x 

1 1 

— Zcos-^ix dx-t- x) scn (a' + rfi-i) 

1 1 

= 2cos (x -h ydjjson dx — - cos x dx ; 

\ 

perciocché può trascurarsi l'arco infinitesimo -~dx in confronto del- 

l'arco x y e può sostituirsi lo stesso arco infinitesimo in luogo del 
seno corrispondente. 
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XL1X. // differenziale del coseno di un arco variabile è ugua- 
le al prodotto del seno per il differenziale dell'arco contrario. 
Nella funzione cos x riceva l'arco x un incremento inlinilesimo 
dx; sarà 

dcos x=^cos(x-hdx)— cosx 

1 1 

=— 2scn j (x+dx-+-x)sQiì-j (x-\-dx-x) =—senxdx. 

L. // differenziale della tangente di un arco variabile uguaglia 
il rapporto tra il differenziale dell'arco e il quadrato del suo co- 
seno. Infatti dal numero (XLIV) e dalla trigonometria abbiamo 

<ftang« = lang (• + dx) - lang x = + - JjJJ 

senf x -4- dx)cos x — cos(j: </x)sen x 
c*ìs[x 4- dx)cos x 

- sen ( J + *te — x) _ sen dx _ dx 
cos a; cos x cos'jc ~~ cos'i ' 

LI. Preto il numero e — 2, 718281828... per tee dei' logarit- 
mi, il differenziale del logaritmo di un numero variabile si otterrà 
dividendo per lo stesso numero il suo differenziale. Di vero lo cose 
discorse nei numeri (XLIV e XL1) ci somministrano i valori 

dlog(x) = log(* + dx) - log(r) = log p±^) =log/t-t-J) 
dx, J 4 dxY* dx . J x dx \ x [ x Mx % 

-* h ( ì+ l + è + EST + • • •) =T^ 18M8M ") 
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Lll. // differenziale di una funzione esponenziale a x è uguale 
alla stessa funzione moltiplicata cosi per il logaritmo della radice 
a, come per il differenziale dell'esponente va ria bile x.. Ira peroc- 
ché posta a x = y, sarà (LI) 

dlog(0=«no g ( S )=à=^; 

e atteso il numero (XLV), si ricaverà quindi l'uguaglianza 

d a* =a r rflog(fl x ) = a* d.x\o%{a) — a x log(a)<£r. 

LUI. // differenziale di un arco che ha per seno la variabile x, 
vale il rapporto del differenziale del seno alla radice quadra del- 
la differenza tra l'unità e il seno quadrato. Pongasi 

y = are (sen == x), cosicché sia x = scn y : 

differenziando, conseguiremo (XLVM) V equazione dx = dscn y 
— cosydy; e da questa ricaveremo il valore dy, ossia 

ìi \ dx> dx dx 

d.arc(sen = x)= = _ — , . 

v 1 cosy V l— sen'y \Z\-x* 

LTV. // differenziale di un arco che ha per coseno la variabile 
x, equivale al rapporto tra il differenziale del coseno di segno 
contrario e la radice quadra della differenza del coseno quadrato 
dalla unità. Sia y = are cos = x) y e per conseguenza x = cosy: 
presi i differenziali, nascerà (XLIX) dx=dctìsy=— senydy; e pe- 
rò sarà dy, ovvero 

, , x dx dx dx 

d.aic (cos = x) = = — 



scuy v i-_cos*y vi—*' 

LV. // differenziale di un arco che ha per tangente la variabi- 
le x, uguaglia il rapporto tra il differenziale della tangente e la 
somma dell' unità e della tangente quadrata. In realtà facciasi 
y — are (tang = x) ; starà l'equazione x — tang y, che differenzia- 
ta ci porge (L) 

quindi si deduce dy, ossia 
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d.arc(Uing =*;)== cos'i/ rfx = ~L-</,r = * = ^ x . 

I differenziali che abbiamo trovalo Onora, risguardano le fun- 
zioni semplici di una quantità variabile; veniamo alle funzioni coni- 



LVI. Il differenziale della somma algebrica di più funzioni è 
uguale alla somma dei differenziali relativi a ciascuna funzione 
Sieno per es. tre funzioni 

» = F(<r), y=f(x), * = 
di una stessa tariabilc a\ e si rappresenti con 

, = F(x) -h f[x) + ? («) 

la somma di tutte : se alla quantità variabile e indipendente x si 
ascriva un incremento inCnilesimo dx, dalle equazioni per noi po- 
ste deriveranno subito (XL1V) queste altre 

du=F(x-hdx)— ¥{x), dy=f[x-+4x)-- /fc),dz==?(aH-<k}— ?(*), 
^F(fl>+HÌr>+-/i;aH-<te) 4^<H^H(«)-/[*H(*); 

e sarà conseguentemente 

d[F (a?)-r-/ , (aj)-f-9(a?)]=rfM-hdy-h dz^dV{x)-^df{x)A-d^x). 

Così a cagion di esempio la funzione composta s — ax* — b log (ir) 
c sena avrà per suo differenziale 

ds — amx^dx— — + ccosxdx . • 

x 

LV1I. // differenziale del prodotto di due funzioni di una mede- 
sima variabile si ottiene, moltiplicando ciascuna delle due funzioni 
per il differenziale deltallra, e quindi sommando insieme i due 
prodotti così formati. Sieno le due funzioni y = f(x), z=?(x); 
e il loro prodotto venga espresso dalla equazione p~yz~f[x) ? (#). 
Innalzato alla seconda potenza l'uno e l'altro membro di questa 
equazione, e presi i logaritmi rispetto alla base <?, verrà 

log (P 1 )^ log (jD-Hog (z*); 

e il differenziale di questa forinola consiste (LVI, LI) nell'altra for- 
mola 
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P r *■ • 

e per conseguenza (XL VII) consiste anche nella seguente espres- 
sione 

%pdp 2#rfy 2: rt: 
donde s'inferisce il valore dp , ossia 

( j )] = ? W #M -h A*) 

Così avremo per esempio 

d(x* senjp) = 3.r' sen x dx-hx* cos jp d!$ . 

Notiamo del resto che nella dimostrazione del teorema s'innalza 
al quadrato l'equazione p — yz , affinchè i logaritmi da prendersi 
non riescano immaginari i; ciò che avverrebbe certamente, se le fun- 
zioni ;/ e z fossero negative. Notiamo ancora che per il prodotto di 
tre funzioni di una stessa quantità variabile proviene 

d[? (x) f'x) ,(xj\ = /» ? <x) d F(x) -h F (0) d \f(x) ,(*)] 

= W ■+- F M ? W «VO») + F W f M rf r» ; 

e procedendo innanzi allo stesso modo si conchiudei à che per otte- 
tenere il differenziale del prodotto di un numero qualunque di fun- 
zioni della stessa variabile, bisogna moltiplicare il differenziale di 
ciascuna funzione per il prodotto di tutte le altre, e quindi somma- 
re insieme i prodotti così formati. 

LV1II. Il differenziale del quoto di due funzioni di una stessa 
variabile si ottiene, col fare la differenza tra il prodotto del deno- 
minatore per il differenziale del numeratore, e il prodotto del nu- 
meratore per il differenziale del denominatore, e col dividere dipoi 
la medesima differenza per il quadrato del denominatore. Sieno 
di nuovo le due funzioni y=f(x), 2 = 9 (x); e si esprima il loro 

rapporto con = q : ne dedurremo l'equazione Gnita y = qz , e 
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quindi (LVI1) Y espressione differenziale dy = zdq-±-qdz; la 
quale ci darà 

zdq = d\j — q dz—dy 2- dz = » 

0 conseguentemente </</, ossia 




Di tal guisa avremo a cagion d'esempio 

_2^_ ^x t \^(x ) dx-'ìx ì dx g.r'fS logf* ) — 1 >/g 
log(ar)~~""' iotf*) ~~ lug'(*) 
L1X. Le funzioni, le quali non differiscono tra loro che di una 
quantità costante, hanno tutte lo stesso differenziale. Essendo 
C una quantità costante, si considerino p. e. le due funzioni 

ax , ax -4- C 

che differiscono l'una dall'altra per la sola quantità C: avranno luo- 
go (XLV, X LI V)i due valori 

d. ax = a dx, d(ax -4- C) = \a(x-+- dx) CJ — fwr 4- C) = 0 
dunque sarà pure 

d(ax H- C) = rf.fla? . 

Generalmente poiché una quantità costante non va soggetta a va- 
riazione ed è nullo il suo differenziale, perciò (LVI) sussisterà 
sempre 

d[f x) -4- C] - df x) -4- dC = df x). 

È quindi manifesto che i respcltivi differenziali delle due funzioni 
semplici a -hx, ed a — x, recate ad esempio nel principio del nu- 
mero fX LUI), consistono nelle rispettive espressioni dx, — dx. Quan- 
to a quelle funzioni composte che nel line del medesimo numero ab- 
biamo detto essere funzioni di funzioni, i loro differenza)! si ollengo- 
no facilmente colle regole delle funzioni semplici , considerando le 
successive funzioni come se fossero variabili indipendenti: di tal mo- 

. ji / \ rfeos X — sonxdx , 

do avremo rflog(cosz)=: -^^= cosx = — tang x dx % 

Voi I. 5 
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ed ancora d\\og (cosar)]™ = m[Iog (cosx)] m ~' dlog (cosx) 
s= — m [log (cos x) m ~ l tang x dx. Bastano quesli due esempii, per 
conoscere come debbano effettuarsi le differenziazioni in lulle le 
altre funzioni di funzioni. 

LX. Prima di venire ai differenziali di ordini diversi, dobbiamo^ 
scioglieremo;» difficoltà che può farsi intorno alle cose fin qui di- 
scorse. La difficoltà consiste in questo, che per stabilire le regole 
dei differenziali delie varie specie di funzioni col metodo infinitesi- 
male, noi abbiamo dovuto trascurare certe quantità infinitamente 
piccole rispetto ad altre quantità ; e ciò non pare che abbia potuto 
recare nei risultati quella esaltezza, che è propria delle scienze ma- 
tematiche : rispondiamo che veramente nel trascurare le dette quan- 
tità si è commesso un errore benché insensibile, ma che un tale er- 
rore è stalo il compenso totale di un altro errore che implicitamente 
si commette nel metodo delle quantità infinitamente piccole; perciò 
i risultali ottenuti sono esattissimi, e si accordano perfettamente con 
quelli che ci dà il metodo dei limili, dove non si trascura nulla. 

Ter dichiarare la cosa geometricamente con un esempio, noi sap- 
piamo che una equazione tra due variabili che dipendono l' una dal- 
l' altra, rappresenta una curva; cioè che una data funzione rappre- 
senta l'ordinata di una curva, e la variabile indipendente rappresen- 
ta l' ascissa che corrisponde a quella: prendiamo pertanto l'equa- 
zione y - - v 2pJ\ ond' è rappresentata la parabola AM... (fig. 23. e ) f 
riferita al suo asse e alla tangente nel vertice; consideralo solo U 

segno positivo del radicale, la funzione ossia l'espressione v 
sarà l'ordinala MK di un punto M della curva, e risponderà al- 
l' ascissa AK~x. Si conduca per il punto M, ossia la tan- 
gente MT e una retta MX' parallela all' asse; e sieno P, Q i punii, 
nei quali l'ordinata M' K' di un punto IT infinitamente vicino ad M 
o il suo prolungamento incontra la tangente MT e la retta MX': il 

vero differenziale della funzione y — v/ 2;jx, è senza dubbio t' incre- 
mento infinitesimo PQ. Imperocché giusta la regola del numero 

(XLVII),abbiamo(/y=(Jv/^j; =^£</x; ma designando con a 
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l'angolo fatto dalla tangente MT coli' asse AX, abbiamo ancora (XI) 

PQ=MQ taog PMQ = tang a dx^ A dx = LpÉ dx dx; 

*4B zx 2v X 

dunque il vero differenzialo della funzione proposta consiste Dell' in- 
cremento infinitesimo PO, che per l' incremento dx attribuito alia 
variabile indipendente riceve la funzione o l'ordinala i/, in quanto 
appartiene alla langenle presso il punto (x, y)\ e questo appunto ò 
ciò che s' intende col nome di differenziale di una funzione nel me- 
todo dei limiti. 

Ora nel metodo infinitesimale una curva si considera come un 
poligono di un numero infinito di lati, e l'arco infinitesimo MM' si 
risguarda come una retta che coincida colla tangente MP; e in que- 
sta condizione si prendono implicitamente l i curva e l'arco, quando 
si differenzia la funzione o l'ordinata t/, in quanto appartiene alla 
curva: di lai modo il differenziale che si ottiene, sarà l' incremento 
M'Q che differisce dal vero della quantità PM', in meno o in più 
secondo la relativa posizione dei punti M ed li'; e appunto per ri- 
parare a questo errore implicito e ricondurre l'incremento M'Q al 
vero differenziale PO, si trascurano nello sviluppo dei calcoli certe 
quantità che sono infinitamente piccole rispetto ad altre. Vediamolo 
nell'esempio addotto y — sjlLpx: trovando il differenziale di questa 
funzione col metodo infinitesimale, avremo 

M'Q = dy == v + dx) - V zjx ^=v%\{x+ dx^^x] 
/tt- / /- • dx dx 1 dx* ,—\ 

\/¥p , , 5-/ dx* d** \ 

dove se si trascura il secondo termine che è una quantità infinita- 
mente piccola, rispetto al valore del primo, risulterà il vero diffe- 

renziale— ?rfx = PQ. Vede quindi ognuno che la quantità trascu- 
rala, presu col segno positiva, rappresenta il piccolo intervallo 
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e che perciò omettendo nella forinola precedente una tal quantità 
infinitesima di secondo ordine, veniamo ad aggiungere all'incre- 
mento M'Q la porzione l\M' : così riparato in tutto l'errore che si 
era commesso implicitamente col considerare l'arco MM' con- 
fuso colla tangente MP, ne è provenuto il vero differenziale dy 

= Ldx~VQ. Questa dichiarazione si applica a tutte le fun- 

tya? 

zioui di cui abbiamo trovato i differenziali, eccetto le funzioni in- 
tere di primo grado, come per es. ax, che non rappresenta le ordi- 
nale di una curva ma di una retta: nel trovare il differenziale di 
questa funzione lineare non si è trascurata veruna quantità, perchè 
non avea luogo V errore implicito che abbiamo accennato per le al- 
tre funzioni. 

LXI. IMIfercnsrlall *ucce**lvl o di tarli ordini. Proposta 
per es. la funzione algebrica 

(25) y = x+ 

e differenziatala, abbiamo veduto nel numero (XLVII) che ne pro- 
viene ''espressione 

(26) dy = ax a - l dx. 

Ora in questa espressione quantunque subisca una variazione la 
quantità infinitesima dy, quando si fa variare di nuovo la quantità 
indipendente x; pur nondimeno la quantità dx puè assumersi come 
costante: in quanto che nelle successive differenziazioni alla variabi- 
le indipendente x può sempre attribuirsi lo stesso incremento dx; e 
cosiffatto incremento, siccome indipendente dalla quantità x, non 
può dirsi che varii per cagione che la medesima x viene sottoposta 
a una novella variazione. Pertanto risguardala come costante la 
quantità infinitesima dx, differenziamo sì l'equazione (26), e sì an- 
cora quelle che ne derivano nelle successive differenziazioni : avre- 
mo (XLV. XLVII) 

ddy—adx.d'^x* ')=a(a— \)x ai dx\dddy=a(a— 1 )(a— aja^'da-',...; 
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e se l'espressioni ddy, dddy,.... vengano indicate coropcndiosa- 
mculc con d*y, d y y,..., d n y, saranno 

!du ~d.x a ~ ax*-* dx, 
«P« = d\x a = a (a — 1) x*- % dx\ 
d'y = rf\ x a = a (a — \){a — 2) x tt ~ % dx\ 
t y = d» . x* = a | a — 1 )( a—i) . . . [a — (« — 1 )] x" " dx* 

i differenziali successivi della proposta funzione y — x a , cioè i 
differenziali di primo f secondo, terzo,..., ennesimo ordine. 

E qui crediamo bene di fare due avvertenze. 1.' Le espressioni 
d'y, d*y,..., <Ty ? e le altre a queste somiglianti debbono distinguer- 
si dalle espressioni dy\ dy 3 ,..., dtf : mcrcecchè le prime tappre- 
seutano i differenziali dei varii ordini rispello alla funzione y, e lo 
seconde significano le successive potenze della quantità dy; iu quel- 
le i numeri 2, 3,..., n sono indici degli ordini a cui appartengono i 
differenziali , in queste i medesimi numeri non sono clic esponenti 
di potenze. — 2.° Hanno pure a distinguersi le espressioni dx' , dx\ 
dx n dalle espressioni d.x*, d.x*,...,d.x* ; perciocché colle pri- 
me espressioni vogliono indicarsi le successive potenze del differen- 
ziale dx, laddove colle seconde si dinotano i differenziali delle 
potenze consecutive della variabile x. 

Per dare infine altri esempii, i differenziali di ordini successivi 
rispetto alla funzione esponenziale a x sono (MI, XLV) 

d.n x = a x log (a)dx, d'.u* = a x log* (a) dx\ 

d\a x = a x log 1 (a) dx\..., d n .a x = a* log" (a) dx"; 
rispetto alla funzione trigonometrica seu x si hanno (XLV11I, XLIX) 

r/sen x-=cosxdx, d'senx — — scnxdx*, . 

d 3 scn.r— — cos xdx % , rf v senjr=^sen xdx*,..., 
e rispetto alla funzione trascendente log» sono (LI,XLVI,XLVIII) 

rflogOr) =^ ~ , rfMog(j-) = -^-, d»log(» = , 
d log(jr) = — , ... , d n \og(x) = =fc ^ J — , 
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dove ha luogo il sogno supcriore o l'inferiore, secondochc n è un 
numero dispari o pari. 

LUI. Fornirai derivate di <liver»l ordini. Ripigliando 
la funzione particolare y= x a , dai successivi differenziali della 
medesima [(27). LXI] ricaviamo le equazioni 

gUa( a -1)(«-2K-',... , 

0 =«(«-1X«- 2)...[a - (» - 1 ) 

Ora vede ognuno che i secondi membri di qucsle equazioni sono 
funzioni novelle della variabile jr, le quali si deducono successiva- 
mente dalla funzione primitiva^, ed è perciò che esse sogliono 
appellarsi funzioni derivate di ordine primo, secondo, terzo, 
ennesimo, conformemente ;igli ordini dei differenziali a cui corrispon- 
dono. lVrt;>nlo se le delle funzioni derivate, oppure le derivale di 
qualunque altra funzione y—fx) si notino rispettivamente con f{x) y 
f'{x\. f"{x) f n) x), sussisteranno in generale così le forinole 

come an^he le formolo 

dy^^dxjVy^f" (x)dx\ d>y = f" (x)dx\..., d»y = f*){x)dx n : 

vale a dire che la funzione derivata di un ordine qualunque viene 
data dal rapporto tra il differenziale corrispondente della funzio- 
• ne primitiva, e una consimile potenza del differenziale dx della va- 
riabile indipendente; e che il differenziale di una data funzione 
in qualsivoglia ordine viene espresso dal prodotto della derivata 
dello stesso ordine per la potenza correlativa del differenziale dx 
della variabile indipendente. 

Del resto le funzioni derivate nell'ultima serie di equazioni, os- 
sia nei differenziali successivi della funzione y ~f (x), non sono 
altro che fattori; possono perciò chiamarsi eziandio coefficienti dif- 
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ferenziali di varii ordini, come in forza della penultima serie di 
equazioni si appellano rapporti o quozienti di [ferenziali. Egli è poi 
manifesto che per avere le funzioni derivale, ci bisognerà seguire 
le stesse regole che per trovare i rispondenti differenziali, rigettan- 
do solo da questi il fattore dx e le sue potenze: così diremo per es. 
che la derivata della funzione a*, ovvero a -hx, è l'unità ; che la 
derivala del prodotto ax è o; che le derivato successive di primo, 
di secondo, di terzo ordine, ecc. della funzione sen x sono rispetti- 
vamente cos jr, — sen x, — cos x, ecc. 

LX1II. Converjenjsii delie «erte. Dobbiamo ora passare 
alle applicazioni algebriche e geometriche del calcolo differenziale ; 
ma per maggior chiarezza di ciò che diremo, ci conviene premette- 
re alcune brevi nozioni intorno allo scric e alla loro convergenza. 
Quando i valori che prende successivamente una funzione ovvero 
una quantità variabile x, si avvicinano sempre più a un valore co- 
stante a, sicché la differenza tra questo valore fisso e que' valori 
successivi vada indefinitamente diminuendo e possa divenire più 
piccola di qualunque data quantità; allora il valore costante a dicc- 
si il limite dei valori della quantità variabile, ossia il limite della 
stessa variabile x, e suole indicarsi col simbolo a = lim x. Per- 
tanto il limite di una quantità variabile è quel valore fisso e de- 
terminalo, al quale si accosta indefinitamente la slessa variabile, 
in modo da differirne di una quantità la più piccola che si vuole, 
ossia di una quantità infinitesima: così per es. n»*lla geometria la 
circonferenza e l'area di un circolo sono i rispettivi limiti, a cui 
tendono il perimetro e l'area di un poligono regolare inscritto, 
quando in questo si moltiplica il numero dei lati all' indefinito; la 
differenza poi tra il circolo e il poligono, la quale impiccolendosi 
sempre più diviene finalmente infinitesima, tenderà verso lo zero 
come suo limile. 

Si chiama serie un seguito indefinito di termini positivi o nega- 
tivi, i quali procedono tutti e derivano l'uno dall'altro con una log- 
ge determinata : così una progressione aritmetica o geometrica è 
una serie, quando essa venga indefinitamente prolungata. In una 
serie diecsi termine generale Y espressione di un termine qualun- 
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quc in funzione del suo poslo n: così essendo a il primo termine di 
una progressione per differenza d, ovvero per quoziente qr, i termini 
generali dell' una e dell' altra serie saranno rispettivamente le due 
espressioni a -+- (fi — 1) d ed aq n ~ l , che ci danno i successivi ter- 
mini delle due progressioni o serie, quando in esse si sostituiscano 
successivamente i numeri naturali 1, 2, 3,... in vece della n. Una 
serie è della convergente, se la somma dei primi n termini si acco- 
sta indefinitamente, crescendo senza Qoe il numero n, a un valore 
finito e determinato come a suo limite, che sarà por conseguenza la 
somma della serie medesima; se poi in una serie la somma di un 
numero sempre più crescente di termini non ha un limile fisso e de- 
terminalo verso cui lenda, ma cresce col numero dei termini oltre 
ogni limile, la serie è allora divergente o priva di somma detcr- 
minata. 

LXIV. Le serie in cui si sviluppano certe quantità costanti o va- 
riabili, possono servire nei calcoli aritmetici a trovare con appros- 
simazione i valori delle medesime quantità, e nei calcoli algebrici a 
rendere più facile la dimostrazione di qualche teorema; ma vede 
ognuno che per conseguire l'uno e l'altro intento, le serie debbono 
essere convergenti ed avere per limile le stesse quantità sviluppa- 
te : egli è dunque necessario di stabilire qualche criterio, per cui si 
possa giudicare nelle diverse circostanze, se una data serie sia o no 
convergente. 

Pertanto, giusta la definizione recata di sopra, in una serie con- 
vergente la somma s n dei primi n termini / n deve ten- 
dere e accostarsi lauto più a un limile finito, quanto più cresce il 
numero n, e tende verso l' infinito ; dunque allorché ti è abbastanza 
grande, la somma di un numero qualunque di termini al di là del 
termine ennesimo / n , dovrà essere una quantità quanto si voglia pic- 
cola o infinitesima, e tendere perciò verso un limile uguale a ze- 
ro : se dunque la serie è convergente, sussisterà conseguentemen- 
te l'equazione lini (/ n ^, -W n +, -f- *,, + ,-+-. .)— °- Viceversa se 
si suppone l'esistenza di questa equazione, ne viene che crescendo 
n indefinitamente, la somma generale s n non potrà ingrandirsi ol- 
tre ogni limile: vi sarà dunque un cerio valore fìsso, al quale si 

» 
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avvicinerà tanto più la somma s n dei primi termini, quanto mag- 
giore è il loro numero n; e per conseguenza sarà convergente 
la serie indefinita t tt f„ ... . 

Di qui si conchiude che la condizione necessaria e sufficiente per 
la convergenza di una serie è riposta senz'altro nella equazione 
lim (t H + { -+- t H + t H- t n+i H- ...) = 0, cioè consiste in questo che la 
somma di un numero qualunque di termini presi al di là del termine 
ennesimo, tenda verso lo zero mentre tende il numero n verso l'in- 
finito. Segue da ciò necessariamente che i termini successivi di una 
serie convergente, almeno dopo un certo lor numero ancorché gran- 
de, debbono diminuire quanto al valore numerico e tendere verso 
lo zero: ma questa seconda condizione lim f n = 0, che è pur ne- 
cessaria, non e però suliieienle alla convergenza di una serie; e può 
avvenire che i termini di una data serie vadano sempre decrescen- 
do in valore numerico, senza che perciò sia essa convergente, non 
adempiendosi la prima condizione che è necessaria insieme e suf- 
Gciente alla convergenza. Dalla regola generale che abbiamo ora 
stabilita, veniamo a una regola particolare che ò connessa colla 
prima e che ci servirà per conoscere le convergenze di quelle se- 
rie, delle quali si è già fallo o si farà uso in appresso. 

LXV. Una serie a termini positivi t t , I,, t,,... è convergente, 

t 

quando crescendo indefinitamente il numero n, il rapporto ~ 

*n 

di un termine al precedente tenda verso un limite a minore della 
unità. Rappresentiamo con <o un numero fisso, compreso tra a ed 1: 

essendo per condizione lim ^ tL — a < 1 , è chiaro che da un certo 



valore più o meno grande di n siuo all'infinito, il rapporto di un ter- 
mine della serie al termine precedente, per andare verso il limite a, 
dovrà riuscire costautemcnle inferiore ad u>; incominciando dunque 
da un termine qualsiasi al di là del dello valore di n, e indicando 
con in un numero intero qualunque, avremo le seguenti inegua- 
glianze 




»- * - 



... , 




< U) . 
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Liberate queste dai rispettivi denominatori, e nei secondi membri 
sostituite poi ai fattori t n + t , / n+l , ecc. le quantità rispettivamente 
maggiori wf n , ecc., otterremo a più forte ragione le altre in- 
eguaglianze 

U « , < A , U, < ">X •••• i t n+m < «X ; 

che sommale insieme membro a membro, ove si attenda alla som- 
ma ben nota dei termini di una progressione geometrica, ci danno 
infine la ineguaglianza tra le due quantità positive 

w m + j 

Ora il fattore — fZTJJ — 1 P er quanto grande si supponga il nume- 
ro in, è sempre una quantità finita, stante che il valore <»> si è preso 
<1; il fattore poi r n , decrescendo i termini della serie almeno 

da quel punto dove il rapporto - n -j J - incomincia ad accoslarsi al li- 

mite a, tende verso lo zero come suo limite mentre il numero n 
tende verso l' infinito: dunque al crescere di n decresce continua- 
mente il secondo membro e mollo più il primo membro dell' ulti- 
ma ineguaglianza, sino a divenire inferiore a qualunque più piccola 
quantità d ita e convergere verso un limile uguale a zero ; sicché 
avendosi lini (t 9 + t -h /„._, -h t u + 3 ■+%..)= 0 , in vii lù del criterio 
generale dato nel numero precedente si conchiuderà che è conver- 
gente una serie, la quale sia dotata di quella condizione che abbia- 
mo dello nella enunciazione del teorema. 

ANa stessa conclusione si può anche giungere nel modo se- 
guente: dal primo termine della serie fino al termine inclusive 

f n , in cui il rapporto comincia ad accoslarsi al limile a ed 

'ri 

essere inferiore ad <•>; il numero dei termini della medesima se- 
rie , benché per avventura grandissimo , è pur sempre finito ; 
quindi essendo necessariamente una quantità finita la somma 
degli stessi termini, conseguila che la serie proposta avrà un li- 
mile detcrminato e sarà convergente, quando si provi che è an- 
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che una quantità finila la somma degli ulteriori termini positivi 
L'L'Lr-.L. i quali montano a un numero infinito 
m. Ora nel secondo membro dell'ultima ineguaglianza il primo fat- 
tore che rappresenta la somma di una progressione geometrica de- 
crescente, si riduce al valore Unito , - , quande m sia infinito e 

1 — u> 

la progressione indefinitamente prolungata ; il secondo fattore t n è 
pure una quantità finita : avrà dunque un valore finito la somma 
-W* '„ M -4- t n+m , la quale rimane sempre infe- 
riore al prodotto dei f ittol i sopraddetti, e la serie sarà convergente. 
— Così per es. si dimostrerà convergente per qualunque valore fi- 

nito della variabile j- la serie a?, -g- , , ^ ^ ^ giacche es- 



X X 



SCnd0 r - -0^-^- 2.3.:;n(n+1? le CS P ,CSSÌonì M ^ 



mine ennesimo e del termine seguente , si ottiene lim p 1 = 

x 

nZ±T\~® Pattox ~1, e aggiunta al primo termine l'unità, avre- 

1 1 1 

mo per risultato la serie convergente 2, ^.^^i ( ' e " a 

quale abbiamo fatto uso nel numero (LI): la somma di questa serio ò 
un numero irrazionale e, compreso tra 2 e 3; un tal numero e stato 
tolto a b ise dei logaritmi che si chiamano Neperiani o iperbolici, e 
i primi undici termini della serie ci dànno il valore e-- ^ 2,118^818 
che differisce dal vero di una frazione più piccola di un dieci-milio- 
nesimo. 

Se poi in una serie i termini si succedono gli uni agli allri con 
qualsivoglia legge rispetto ai segni, quella serie sarà convergente, 
quando sia tale la serie che risulta dai medesimi termini, presi 
tutti col segno positivo. La ragione di questa asserzione è manifesta: 
perchè essendo convergente per ipolesi la scric dei termini presi 
tutti col segno positivo, in questa nuova serie avranno distintamen- 
te un limile determinalo le due somme dei termini che corrispon- 
dono ai termini positivi, e di quelli elio corrispondono ai termini 
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negativi della serie proposta : dunque sarà fìsso e determinato il 
limile della loro differenza; la quale non essendo altro che la 
somma algebrica della data serie, ne viene per conseguenza che 
anche questa sarà convergente. — Cosi, a cagion di esempio, si do- 
vrà giudicare con vergente, per tulli que' valori della variabile x che 
sono compresi tra -+- 1 e — 1 , la serie a termini allernamenle posi- 
tivi e negati\i 1, — x.+x 1 , — jr s ,-hx\...; perchè facendo astra- 
zione dai segni negativi e attendendo solo ai valori numerici dei ter» 

mini, abbiamo t n = x"- 1 , f^, , — x n , e quindi lim^^ — x < 1 . 

LXYI. I orinola del binomio nel cu *o di un cwponente 
Intero e negativo. Fremesse quesle brevi nozioni intorno alla 
convergenza delle serie, possiamo estendere la forinola del biuomio 
di Newton a un esponente iulero e negativo, ed auchc a un espo- 
nente frazionario, positivo o negativo. Dall'Algebra elementare già 
sappiamo che denotando con m un numero intero e positivo, vale 
la forinola newtoniana 

(x =fc a)*= x w ± nix^a + ^j^aT-'a 1 

come ancora la formola più semplice 

m \« 4 , — 1) . m(m— 1 )(in— 2) , w 
(\±x) m =l + mx-i — — — £3 J -x* zìi x m , 

la quale si applica facilmente alla potenza emmesima di un polino- 
mio, quando x rappresenti la somma algebrica di più quanlilà. 

\ 

Ciò posto, la funzione si svolge mediante la divisione nel- 

1 m j m x 

la serie indefinita 1 — x-ì-x*- — x z -\- x K che noi abbiamo 
veduto essere convergente per tutti i valori della x compresi tra 
-4- 1 e — 1 ; dunque per questi valori la serie, prolungala indefi- 
tamente, ha per limile e rappresenta la delta funzione, la quale si 
può mettere sotto la forma (1-Hrf 1 : se ne inferisce che per i me- 
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desimi valori della x la polenza emmesinia di quella serie avrà per 
limite l'espressione (1-Hp)-*, e si potrà scrivere la equazione 

(1-Ht)"" = (1 — — ar»-Hr k —•••)* 
= [1— x (I—jh-j- 4 —x l )J ro - 

Si consideri nell'ultimo membro la quantità contenuta nella paren- 
tesi come un binomio, c se ne sviluppi la potenza intera e positiva 
m; si svolgano pure le potenze del polinomio (1 — flc-Hc* — x À -\-...) 
cho nascono dal primo sviluppo, e si uniscano insieme i termi- 
ni che hanno per fattore una slessa potenza della x : risulterà la 
formola 

(1 + x)-"= 1 — mx( 1 — x + x'— £*-4- . . . ) 

- x>(\- p + )' 

-4- ^-1)(^--^--3) ^ + ^ ^ = 

2.d.4 

ìym— 2)(m — 3) . 

2 3 4 \ **• / *** 

r 2mfm-1) m(ro — 1)(ro— 2)~| , 

— o — T 

+ [ m + M^ + M>»-1)(m- 2 ) 

+ '" ( "'~ 1)f 2.3~/ X "'~ 3) ]^--- 
Ora in questa formola noi abbiamo 
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m[m — 1) in'-fy» _ m(m -f 1 ) — m(—m — 1) 
m-h — g - g — £ — g , 

2m(wi -1) m{m -1 )(m —2) m*-+- 3m'4- 2m 

w u — ì — + ri — o — 

m(m + 1 )(»»-+- 2) _ — w( — in — 1 ) f— m — 2) 
2.3 ~ 2.3" 

3«/fro— 1) Ihvfm— 1) m-2) , rwfffl — — 2)fm — 3) 

mH 2 + 23 + Taur 

~~ 2.3.4 ~~ 2.3.4 

= - f " ( " W " 1 ^ 3 "" 2X " m " 3) . de. eie. ; 
sarà dunque 

M-J-rV-" 1 l ~ m r\ — W (~ W ~ 1 ) J .' ■ -Wl-ffl— 1)(-m-2) 
(l+jj — 1+— *H 2 J 273 ^ 

__„,(_ OT — ! ) (-;» — 2)(- m— 3) 

Qucsla forinola sussiste, come abbiamo osservato di sopra, per i 
valori dfttta x compitesi fra i due limiti -hi e — 1 : se quindi si ab- 
bia - < 1 quanto al valore numerico, nella formula potrà sostituir- 

x 

si la frazione medesima — in luogo della x, e con tale sostituzione 

x 

verrà 

/'jr + aY- m , —ma — in(— m— 1) a" 

[—} ^ 1 + ti + — —i — ? 

-m(-m-lX-m^2) a' . 
^ 2 3 À? ^ " ' 

ossia 

(x + a)- w ^r- w +=^ 1 or---' a + ~ 7w( ~ m ~ 1} s — ' a» 
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che è la forinola del binomio estesa u un esponente intero e ne- 
gativo. Vale questa forinola, se in valore numerico sia a< x; cioè 
se a si trova compresa tra i limiti -+- x e — j\ la serie infinita onde 
si compone il secondo membro della forinola, è sempre convergen- 
te e rappresenta perciò la funzione ip-\-af m 

LX VII. Formoli* del hinomlo nel caso di nn esponente 

frazionari», positivo o negativo. Designando con jjl e v due 

numeri interi, positivi o negativi, nello sviluppo della potenza — m 
del binomio che si è stabilito nel numero precedente, met- 

tiamo - in luogo di — oi, e cerchiamo a qual funzione della varia- 
bile x appartenga lo sviluppo così modificalo, ossia la serie inde- 
finita 

(*<> ^M^-'K^-'lHh- 

la qual serte è convergente (LXV; per tulli i valori della x compre- 
si tra -f- 1 e— 1, giacché per questi valori il rapporto del termi- 
ne iH-i ,lmo al termine ennesimo è ^ — n+1 j x: n, e crescendo in- 
definitamente il numero n, tende verso un limite — x minore del- 
l'unità in valore assoluto. Si chiami y la funzione che vogliamo tro- 
vare, ossia il limftc verso il quale converge la serie (28; : sarà y m 
il valore della potenza intera m di questa stessa serie indefinitamen- 
te prolungata , e si avrà l'equazione 
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m(m^1)Cm-S) n'1 . 
Ora nell'ultimo mombro riduccndo e trasformando i coefficienti, noi 



abbiamo 



T 'v 1 v - 1 j + 2~ ?T T "7" 



I ni). ( m x j 



v \ v 



o;!;- 1 )!;-^— Tir 1 ] 

yw fm— 1 )r ?n— 2) |a* __ 
2.3 v* — 

_ _!!L ( ?L _ V -u *** ì _u 21/ lì _ Jtl ì _fL( ^ 
2.3 i ? ? 2 \? v* J * V "~~ 7 

3mM-2m ^ _ ffl' |X ' 3 W ' ^ 2m_^__ 
2.3 ? ~" 2.3 7 2.3 7 "*"2.3 » ~~ 

=o ? r(^- , I^- 2 ) : 

sarà dunque 

c fatto w= v, risulterà 

r = h-m + &f*W ... . 

Il secondo membro di questa forinola non è altro che lo svolgimento 
della potenza intera del binomio (\-hf) ' dunque scriveremo tp= 
ed estraendo quinci la radice v ilm * , otterremo per la fan- 
ti 

zione y che si cercava, l'espressione (1-Hc) v . Sarà dunque cotesta 
espressione il limite, al quale col moltiplicarsi il numero dei termi- 
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ni si accosta sempre più la serie (28); Yale a dire sussisterà 
l'equazione 

posto che nel secondo membro sia indefinito il numero dei termini 
e che il valore della variabile x si prenda tra i limili -hi e — 1. 
Questa ultima condizione si veriGca, quando si abbia a < x in va- 

lore assoluto e nella equazione si sostituisca la frazione — alla sem- 
plice quantità x : con tale sostituzione si avrà, operando come nel 
numero precedente, 

(aH-a) *=x* + ^x * fl -f- -g- H ^ — 1 ]x v a' 

ed è questa la forinola del binomio di Newton , estesa a un espo- 
nente frazionario di sogno positivo o negativo. 

Abbiamo creduto bene di compiere la dimostrazione della forino- 
la del binomio, estendendola a qualunque esponente reale, per giu- 
stificare cosi l'uso che ne abbiamo fitto nei numeri (XLVII,L1,LX), 
dove si verificano senza dubbio le condizioni che sono necessarie 
alla esistenza della medesima forinola nei due casi considerati in 
questo luogo: veniamo oramai ad alcune applicazioni analitiche e 
geometriche del calcolo differenziale. 

LXVI1L Forinola «li M*<-l*avHn. Poniamo che la funzio- 
ne /(x) poss* svilupparsi in una serie convergente e ordinata per le 
potenze intere e ascendenti della variabile jt, sicché valga la forino- 
la indefinitamente prolungata 

(29; /[x) = A.-+- A, j + A/ -H A M x % ~h A k .r* -h ....: 

si cercano i coefficienti A 0 , A, , A,,... indipendenti dalla jt, per mez- 
zo de' quali venga a determinarsi la serie medesima. Adoperata sue- 
Voi I. 6 
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cessivamente la differenziazione c la divisione per dx, dalla forinola 
soprascritta emergono (LXI1, LVI, XLV, XLV1I) lo funzioni de- 
rivate 

f{&) = A, 2À t a? H- ik K a? •+-... , 

' / v, ( i r) = 2A,^-2.3A J a:H-3.4A^ , H-... , 
/ r "(x) = 2.3A,-+-2.3.4A v a?-h... , ecc. ; 

e cosiffatte equazioni insieme colla equazione (29), per il valore pe- 
culiare x =0, ci danno le espressioni domandate dei coefficienti 

a.=/w, a,=ao), a t =4no), A,=^r(0); - • 

Mediante la sostituzione di questi valori, l'equazione (29) diviene 

(30) f[x)=f(«)+xfW) 4-4no)+ ^no)^ ... ; 

clic e la furinol i di Stirling, delta più comunemente di Mae-Laurin, 
e serve a svolgere le funzioni in serie secondo le potenze intere e 
ascendenti della quantità variabile: per ajjro questa forinola o serie 
non si applica allo ssolgimenlo delle diverso funzioni f x), se non 
quando essa è convergente e le funzioni insieme colle loro derivale 
sono continue Ira i limili zero ed x . 

Cosi per la funzione f(x) = e* , abbiamo evidentemente (LH. 
LX1!) = log(e) =«■=/"(*) =/"'(*) = ...; eppciò, fatta 
#~0, abbiamo ancora 

/• o;— 1 - f o. =r(0) --= A'O) = 

per la funzione f[x) -sen j\ essendo (X LVI II, XLIX) gcneralmcn- 

lc f xj — cos x , f\ìr) = — sen x , f"(x) = — cos x, f"(x) = 
sen x col fare 0, otteniamo 

f.Q } ^0/ 0, -1, f (0,==0, /'"(0) ^-l,r(0)=#0,r(0)=l ? ..: 
perla finizione />) = cos j , siccome esistono /'(a*) = — sen j-, 
/" j = — cos ae, — sen a?, /*"(#) = cos x ,. .. rispetto a qua- 
lunque valore della variabile x ; così rispetto al valore a; =0, han- 
no luogo la espressioni 

/IO) = i , fto) = o, no) = - 1 , HO) = o, no) = i ..... 
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11 perchè, mediante la forinola (30), troveremo gli sviluppi delle 
medesime funzioni 

x , x % x* x> 

Queste Ire serie indefinitamente prolungate sono convergenti per 
qualunque valore finito della variabile j\ rome si riconosce facil- 
mente dalla applicazione del criterio assegnato nel numero (LXV); 
e ciascuna di esse ha por somma il primo membro corrispon- 
dente, o la funzione di cui rappresenta lo sviluppo. Nondimeno 
per essere esatti, dobbiamo dire che la serio di Mae-Laurin, 
tuttoché convergente, non ha sempie per somma la funziono svilup- 
pala fx y e può eon\ ergere \orso un limile diverso da que- 
sta funzione: perchè ciò non accula, bisogna che il residuo 
della serie, crescendo all'infinito il numero dei termini , tenda 
verso un limilo uguale azero, come vi tendo realmente in online al- 
le tre funzioni recate ad esempio. La medesima osservazione si do- 
ve fare rispello alla serie di Taxlor; ma il dame la ragione appar- 
tiene a un corso completo di calcolo infinitesimale,^ non al presen- 
, te compendio in cui se ne espongono solo i principi!. 

LXIX. forinola di Taylor. La funziono f'r-hh) debba svi- 
lupparsi in una serie convei gente e ordinata per lo potenze intere e 
ascendenti della quantità A, la (piale indici un incremento qualun- 
que positivo o negativo della \ari.ibilo x nella funzione fx). Deno- 
laiido le lettere 1>„, !>,, IV,, B, .... alt» Cita n!e quanlilà indclermi- 
minale e indipendenti dalla /<, potremo porre come nel numero pro- 
eulei.lc la fi»: mole, iudelinitamenle prolungala <• f equazione 

/> -h hj = B 9 -h B,A -h B,/i s -h B,A' -+-...: 

ora da questa equazione, se si prendano pi ima le successive deri- 
vale rispetto alla sola h considerata come variabile e facciasi dipoi 
A — U, sorgono i valori 

B .= /(*) , B,= /'(*) , B = !/"(*) ', B.= £3-H«) . - ; 
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dunque la medesima equazione può trasformarsi nella seguente 

(31 ) fla-n) =/(*w(*h-t rw ■+^o , r(«) + ..... 

che è la forinola di Taylor e ci dà il secondo stato delle funzioni per 
una serie ordinala giusta le potenze intere e ascendenti dell' incre- 
mento assegnalo alla quanlilà variabile. Anche questa forinola o se- 
rie, quando non si arresta da sè medesima a qualche termine ma si 
prolunga indefinitamente, deve riuscire convergente perchè si possa 
applicare alle diverse funzioni /fa), e le funzioni slessc devono es- 
sere continue tra i limili x ed x -4- A insieme colle proprie derivate. 
Data per cs. la funzione f{x) = log («), si hanno (LXU, LXI) 

le derivate = \ , /»(*) = - p . f'M = p ■ f» 
2 3 

= ^- , . . ; laonde se nella funzione proposta la variabile x ri- 

x 

ceva l'incremento A, la formola di Taylor ci porgerà lo sviluppo 

lot( , +ll=HW+ ^i)vi(iH(.i)- 

Cominciando dal secondo termine, questa serie è convergente quan- 
do in valori numerici si prenda h < j\ e ci dà colla maggiore ap- 
prossimazione che si vuole il logaritmo neperiano del numero 
O-hA), conosciuto già il logaritmo del numero x: la serie è con- 
vergente (LXV); perchè considerati i valori numerici dei termini, 

abbiamo lino = lini — - = lim 1 s ~~ -<1. 

r n-\-ìx . 1 x x 

in — 
n 



LXX. Mimimi e minimi valori «lolle funzioni di una 
«ola variabile. La funzione reale f'x), qualunque essa sia, può 
sempre rappresentare le ordinate di una curva CO' (fig. 24 a ì corri- 
spondenti alle diverse ascisse AC. Ora indicata con h una quantità 
positiva e infinitamente piccola, e posla KK'~ A = KK"; l'ordi- 
nata MK = f{x m ) che risponde all'ascissa particolare AK . si 
dice massima quando sia più lunga delle ordinale 

M'K' = A) ed M"K" = fx m — h) 
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che ad essa immediatamente lengon dietro o vanno innanzi, e per 
contrario si dice minima quando riesca più coi ta dello medesime 
ordinale M'K' ed M"K" : dunque f[x m ) sarà in generale un maximum 
o un minimum, ossia la funzione fx) pel valore particolare x = x m 
acquisterà un valore massimo o minimo, ove si abbia 

cioè se sussisterà costantemente 

( f[x m zt A) — f{x m ) < 0 , 
(32) < ovvero 

( f[x m ^h)-nx n )>o. 

Ora per vedere in quali casi possa verificarsi e si verifichi di fatto 
l'una o l'altra condizioue (32) del massimo o minimo valore, ap- 
plichiamo la formola di Taylor, stabilita nel numero precedente, 
alla funzione f[x J : conseguiremo le due equazioni 

Ciò posto, poiché una somma di quantità infinitesime di diversi or- 
dini ha evidentemente quel medesimo segno ond'è affetta la quantità 
infinitesima dell'ordine più basso, non potranno i primi membri del- 
le equazioni (33) avere uno stesso segno algebrico nè per conse- 
guenza potranno verificarsi le condizioni (32) del massimo o mini- 
mo valore della funzione, se non esista ^(xj = 0 : avverandosi 
poi celesta equazione e supposto che insieme con f'(x m ) non si 
annulli la derivata /"(x m ), i primi membri delle equazioni (33) sa- 
ranno ambiduc negativi e perciò la funzione f{x) diverrà massima 
per il valore x n , ove si abbia f"(x n ) < 0; all'opposto que' membri 
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saranno arabiduc positivi e la funzione f[x) diverrà minima per 
il valore x m> ove si abbia f'{x m ) > 0. Che se insieme con f(xj si 
annulli pure la derivala /""(zj, farà meslieri che svanisca ancora 
la derivata susseguente f"((B m ) di ordine dispari, aflìnchè i primi 
membri delle equazioni (33) possano conseguire uno stesso se- 
gno , e possa così adempirsi l'una o l'altra condizione (32): nel 
qual caso la funzione f{x) assumerà un valore massimo o minimo 
perx- a; m , secondo che sia /"(ij< ovvero > 0. Continuando 
nello slesso modo, arriviamo alle due conclusioni seguenti: 1.° che 
i valori x m , i quali possono rendere massima o minima una data 
funzione y =f\i), debbono soddisfare all'equazione 

/'M=-|=o 

e sono perciò da cercarsi Ira le radici della medesima equazione: 
2. 9 che ai valori j* m di tal guisa determinali corrisponde realmente 
un maximum o un minimum f[x m ), se tra le derivate 

la prima che non si annulla, sia di ordine pari n ; cioè un maximum 
quando esista ^{xj < 0, un minimum quando risulti ^(xj > 0. 

Si ricerchi il valore massimo o minimo p. es. della funzione 
algebrica 

f[x) = x % — %x % + 9x — 3. 
Le derivate prima e seconda di questa funzione sono evidentemente 
f(x) = Zx x — 12 x-h 9 , f\x) =. bx — 12 ; 

e quindi l' equazione f{x) = 0 , ossia Zx* — 12x -h 9 = 0 che si 
riduce all' allra x* — ix-i- 3 = 0 , ci darà le due radici x m = 1 
ed x m =3, dalle quali può rendersi massima o minima la funzione 
proposta f(x): e poiché da una parte è di secondo ordine la derivata 
che non si annulla la prima per le dette radici o valori particolari 
della variabile x , e dall'altra parte risulla /"(xj = — 6 < 0 per 
x m = 1 , ed rM = 6 > 0 per a- m = 3 ; perciò la data funzione 
per il primo valore x m = 1 diverrà un massimo fixj = 1 , e per 
secondo valore x m — 3 diverrà un minimo f[x n ) = — 3. 
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LXXI. Valori delle funzioni ehe si presentano «otto 

una forma Indeterminata. Il rapporto F(#) = ^j tra le due 

funzioni f\x) e si presenta sotto la forma indeterminata ~ , allor- 
ché le medesime fuuzioni per valori particolari della variabile x si 
annullano simultaneamente: orale regole di calcolo che abbiamo 
di già stabilite, ci somministrano un metodo assai facile per cono- 
scere il vero valore di quel rapporto di forma indeterminata; ed il 
metodo è il seguente. Dalla equazione posta di sopra ricaviamo 
¥(x)c(x) — f[x) — 0 ; e da questa formula , facendo la derivazione 
secondo le regole dimostrate nei numeri (LXI1, LVI, LV11), passia- 
mo all' altra forinola 

9 (x)¥'(x) 4- F(<cy(*) - ftp) = 0 ; 

la quale per un dato valore della variabile x, essendo come si sup- 
pone = 0 , diviene più semplicemente F — f (a?) s= 0 
e ci porge per conseguenza 

* {X) - 0"" ? '(x) " • 

Di pari modo se pel medesimo valore della x insieme colle fun- 
zioni primitive si annullano anche le loro derivate fino all' ordine 

n— 1, avremo yfk [=z 7 .z=L^—i lf jf2= =m .. =^H; sic- 
chè in generale potrà scriversi la formola 

e dovrà quindi dedursene questa conclusione che il vero valore del 
rapporto di due funzioni che per un particolare valore attribuito al- 
la variabile indipendente x assuma la forma indeterminata ~, vien 

dato dal rapporto di quelle derivate di uno stesso ordine, le quali 
per lo stesso particolar valore non si dileguano simultaneamente. 
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Così fatta f[x) = 1 — cos x e = x\ saranno f(x) = sen x 
e j(x) = %x, f"(x) = cosa; e laonde per a; = 0, avre- 

mo il rapporto 

p , * 1 — cos x 0 sena; cosa; 1 
W 5=3 a? ~~ 0"~" ~2aT~ ~T~~ T ' 

Lo stesso teorema vale pure per quelle funzioni che si presenta- 
no sotto la forma indeterminata ■§§-. Poniamo infatti che le due fun- 
zioni f[x) e divengano infinite per un determinato valore della 
variabile x: indicando colla lettera D la derivazione da eseguirsi, 
per quello che si è detto nel primo caso e per le regole statuile nei 
numeri (LXII, XLVl), otterremo 

- t\x)- ? ^)-n^w 

ed anche, moltiplicando per la frazione C^-j il primo e l'ultimo 
membro, 

9 (x) * 9 '(x) 

Quindi se per lo slesso valore della x divengono pure infinite le 
funzioni derivate sino all'ordine n — 1, il rapporto delle due funzio- 
ni verrà determinalo come nel caso precedente dalla formola 

cioè il rapporto di due funzioni che per un valore particolare della 
variabile x prende la forma indeterminala & , e pur dato dal rap- 
porto delle derivate che nè svaniscono insiememente nè divengo- 
no infinite. Così posta flx) = log(ar) e <p (x) = cotg x , verran- 

no f{x) = ! , = D(co.g*) = Dr-^ — =— = 
' w a?' T w v e ' tang x tang'a? 
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i-: tang'x = — ; epperò per il valore a; = 0, il rap- 

cos\c ° senV rr r 1 r 

porlo delle due funzioui sarà 

F(x) = M?l = _g = ± : 1 T . = _!£!!^ 

v 1 cotgjc 00 a; sen'x x 
0 D(sen'<r) Ssenxcoss n 

— T" W2)~ ì =0 * 

Che se le due funzioni f[x) e per un dato valore della va- 
riabile x, divengano l'una zero e l'altra infinita, allora il loro pro- 
dotto ci si rappresenta sotto una terza forma indeterminata 0. oo; 
ma in questo caso essendo identicamente 



AxWx)=0 . 06== ^) = o == M = 



30 



n*5 /W 

è chiaro che la quislione ricadrà nei due casi precedenti : di che 
iussislerà la formola 

e così il prodotto delle due funzioni potrà determinarsi col rap- 
porto delle derivate dell un fattore e del quoto che risulta dall'u- 
nità divisa per f altro fattore. Prese per es. le due funzioni f{x) 
= x e 9(0) = logfx) , il loro prodotto nel caso del valore x = 0, 
sarà 

Flx) =x log(x) =- 0. = ì : - ±- - - * = 0 . 



X 

LXXII Oltre alle forme anzidette, sono anche a considerarsi le 
tre espressioni indeterminale 0°, oe°, l°°che assume la funzione 
F(a?) = lf[x)]*W, quando per un valore peculiare della variabile x 
sieno f(x) = 0 e f(x) = 0, ovvero f[x) = oc e ?(:r) = 0, oppure 
= 1 e ?(x) = oo . Per definire i valori della funzione in questi 
nuovi casi, osserviamo che per mezzo de' logaritmi neperiani si ot- 
tiene l'equazione 
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log[F(,)] = - r (x)log[/(*)] = ; 

e quindi la funzione proposta e di forma indeterminata per un dato 
valore della x, può seriversi in tutte le circostanze 



Ora in questa formola l'esponente della base e prende ne' tre casi 
sopramenlovati or l' una or l'altra delle forme -, f|, O.oc già di- 
scusse nel numero precedente, e può per conseguenza determinarsi 
col rapporto delle derivate delle due funzioni log [/(*)] e [?(;r)]~ ! ; 
dunque colla medesima formola si determinerà eziandio la funzione 
F(«), la quale si presenta sotto le altre espressioni indeterminate 

Per recare un esempio in ciascun caso, sieno \.' f[x) = x e 
l(x) = x: per il valore x = Q> avremo 

F(a?) = x* = 0° = e x =e —e x 
1 _i 

= e x ' ** =e- x = e-° = \. 
\ 

Sieno 2.* f[x) = xe <p(x) = per il valore x = oo , si avrà mani- 

x 

festamente 

F(r) = x x = oe° b e — e 9 

= e 0.oo =-e Dlog(jr):D(*J ==e 4r =^ = 1. 

1 

Sieno 3.* f{x)~xe <?{x) = j— -: per il valore particolare J?=t, 
sarà 
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= e o = e Dlog(j-ì:D(l--a?) ==< , ff^-l^l 

Le cose discorse in qucsli ultimi numeri sono applicazioni del 
calcolo differenziale ad alcune questioni di analisi pura; facciamo 
ora qualche applicazione del medesimo calcolo alla geometria. 

LXX11I. In qualsiasi curva il rapporto di un arco infinitamente 
piccolo alla sua corda consiste nella unità. Nella curva prendiamo 
due punti D, D' (fig. 23. a ) infinitamente vicini alle estremità del- 
l'arco infinitesimo AmB = s; e supponiamo che la medesima curva 
mantengasi continua per tutta l'estensione DABD', s^nza che vi ab- 
bia veruno dì que' punti che diconsi singolari e saranno definiti 
poco appresso: di che viene che le corde contigue DA ed AB, AB e 
BD' formeranno un angolo che differisce da due angoli retti solo di 
una quantità infinitesima; e così prolungate le due corde estreme 
fino ad incontrarsi nel punto C, si dimostrerà essere infinitamente 
piccolo l'angolo TCB = CAB -h CBA. Chiamando e un tale angolo, 
e facendo CB = a, C\ = b, AB = c; dal triangolo ACB avremo 

c' — a'-hb'-hZab cose: 

da questa formola poi, mediante il noto valore cos£ = l — 2sen'is, 
passeremo all' altra forinola 

c 1 e=s (a-hb)* — iab sen'ìs, 
la quale alla sua volta si riduce pure all'equazione 

c* -1 n 

Ora in questa equazione il coefficiente della quantità sen'^e, ossia 
il coefficiente 

iab . fa - bV 
(a + by— 1 \a + b) 

è minore della unità, nè può mai divenire infinito: dunque nella 
medesima equazione V ultimo termine costituisce uua quantità infi- 
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nitesima di secondo ordine; la quale polendo noi trascurare, siamo 
condotti a questa conclusione che il rapporto della corda c alla 
somma a-f- 6, e a più forte ragione il rapporto della slessa corda c 
all'arco infinitesimo », non è punto diverso dall'unità. 

Dalla qual cosa conseguita che invece di un arco infinitesimo può 
assumersi la corda corrispondente; e che di più una curva qualun- 
que può riguardarsi come un poligono di un numero infinito di lati 
infinitamente piccoli, i cui prolungamenti saranno perciò altret- 
tante tangenti nei diversi punti della curva. 

LXX1V. Tangente e «uttangente, normale e «annoi*, 
male In una curva plana. La retta TT' (flg. 26.') tocchi nel 
punto M la curva CC riferita agli assi ortogonali AX, AY e rap- 
presentata dalla equazione y = f(x); e sia MP una retta perpendi- 
colare a TT' nel punto di contatto: nella medesima curva, rispetto 
al punto M determinato dalle coordinate AK = x ed MK = y, dice- 
si tangente la parte MT (— t) della tangente geometrica, compresa 
tra il punto di coutatto e l'asse delle ascisse; normale la parte MN 
(=n) della perpendicolare MP, compresa pure fra il punto di con- 
iano e l'asse delle ascisse; suttangente il segmeuto KT (= t t ) del 
medesimo asse, computato dalla ordinata del contatto sino alla tan- 
gente; sunnormale il segmento KN (= n,) dell'asse, contato dal- 
la ordinata alla normale. 

A trovare per ciascun punto della curva le lunghezze delle quat- 
tro rette di cui abbiamo ora datole definizioni, conferiscono le equa- 
zioni della tangente geometrica TT' e della retta perpendicolare MP; 
equazioni, che vogliono perciò innanzi tratto stabilirsi. Chiamiamo 
X ed Y le coordinate di un punto qualunque della tangente, X' ed Y' 
quelle di un punto qualunque della retta perpendicolare, e indichia- 
mo con (te) 1' angolo che la medesima tangente forma col positivo 
asse delle ascisse: poiché le rette TT ed MP passano ambedue pel 
punto (x, saranno rispettivamente rappresentate (111. 2.° 4.°) dal- 
le equazioni 

Y-,=(X- s)UDg(te) (X'- *) jjj^j . 
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Ma se prendasi sulla curva un punto M' infinitamente vicino ad 
M, e quinci si conducano M'K' parallela all'asse delle ordinate ed 
MD parallela all'asse delle ascisse; risultano MD = KK'=dx ed 
M'D = dt/, e di più 1' arco infinitesimo MM' potrà riguardarsi come 
una linea retta che coincide colla tangente MT: conseguentemente 
avremo (LXII) 

tang(te) = langM'MD = %=f'^) l 
e lo due equazioni scritte di sopra divengono 

V - , = (X - x)f'(x) . V -y=- (T- x) . 

In queste ultime equazioni facciasi Y= 0, Y' = 0; le ascisse cor- 
rispondenti X ed X' non dovranno essere altra cosa, se non la por- 
zione negativa ÀT dell'asse e la parte positiva AN: per la qual cosa 
le medesime equazioni ci daranno i valori 

Ma come le duo quantità - (AT -H?) = — KT ed AN — x = KN 
non esprimono che la sutlangenlc t t e la sunnormale n t di segni 
sempre contrai ii fra loro, così le formolo per la determinazione di 
queste due rette saranno 

Le formolo poi opportune alla determinazione della tangente e 
della normale ci vengono somministrate dai triangoli rettangoli 
KMT, KMN; e sono 

t r= v Y+tS= y\/ 1 ^jj— , n = ^7^== y^uTT*) . 

LXXV. Ksempll nelle linee di secondo ordine. Appli- 
chiamo le formole ora stabilite alle lince di secondo ordine, la qual 
cosa ci tornerà utile in altro luogo. Pertanto se consideriamo 1.' la 
parabola rappresentata dalla equazione 



Digitized by Google 



94 CORSO DI MECCANICA. — INTRODUZIONE 

avremo per la derivala (LXI I , X L V 1 1 ) il valore f(x) 

2 v 2 px y 

\ 

laonde attesa (Vili) l'espressione g-p della distanza del 

foco dal punto (x, y), risoleranno i quattro valori 

P 



cioè nella parabola la suttangcnte che risponde al punto (x, y), è 
sempre doppia della ascissa x ; la sunnormale si mantiene costan- 
te, ed è ugnale alla metà del parametro ; la tangente è media pro- 
porzionale geometrica fra la distanza del foco dal punto di contat- 
to, e il quadruplo della ascissa che corrisponde al contatto mede- 
simo; da ultimo la normale è pur media geometrica proporzionale 
fra il parametro, eia distanza del foco dal contatto, 

2.° Quanto alla ellisse coll'originc nel centro e di equazione 

abbiamo per la derivata il valore 

r( X ) = _ • 

' ^ J U \ a'—x* ' 

altesa quindi l'espressione a* — b % --a* e* che ci somministra la 
equazione [(9). XIV], dille forinole generali del numero precedente 
ricaveremo nella ellisse i valori delle quattro rette 

y ai)\ a * — j 1 a* — x* 
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Ond'è manifesto che ne/fa e//j«M 1/ calore rf*?//a sultangente non 
dipende punto dal semiasse coniugalo; che il rapporto della sun- 
normale all'ascissa si conserta costantemente lo slesso; e che dal 
valore della ordinata y si fa passaggio a quello della normale n 
con sostituire alla ascissa x la quantità ex nella equazione della 
curva. — Aggiungiamo che nella supposizione di b = a ed e^O 
l'ellisse or considerala coiiverlcsi nel circolo y' = d'—x*- e le 
espressioni delle quattro rette divengono 



, a' — x* u* 



x 



sicché »<?/ circo/o /a suttangentc è terza proporzionale geometrica 
dopo l'ascissa e l'ordinata computale dal centro; la normale e 
la sunnormale sono rispettivamente uguali al raggio calla ascissa 
e il rapporto della tangente al raggio equivale a quello che passa 
tra l'ordinata e l'ascissa. 

3.° Per ciò che si attiene alla iperboli rappresentata dalla equa- 
zione 



abbiamo la derivata 
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il perchè avuto riguardo al valore a* + b* = a % e* che si deduce 
dalla equazione [(18). XXII]. dalle formoli generali nasceranno nel 
caso presente le forinole particolari 

. y flyv V — a* x' — q' o* — x* 

~" rw ~~ bx ~~ x "~ x 

aV x — a o 

Le conclusioni che quindi s'inferiscono per l'iperbola, sono somi- 
glianti a quelle che abbiamo già enunciate per l'ellisse. 

LXX VI . Differenziale totale e differenziali parziali di 
una funzione di più variabili Indipendenti. Le quantità va- 

variabili J, y, 2,... sieno tra loro indipendenti, e pongasi per 
esempio 

g)og(y) 
sen s 

Al variare delle tre quantità x, y, s, varierà pure la quantità ^ ; 
e determinate che sieno quelle prime, potrà determinarsi anche 
questa: è dunque \x una funzione delle vai labili indipendenti x 1 y ì z; 
e tulio ciò che abbiamo detto (XLIII) intorno alla diversità delle 
funzioni di una sola variabile, si estende ancora alle funzioni di più 
variabili indipendenti. Ora nella funzione proposta può avvenire 
che le quantità indipendenti subiscano tutle insieme una variazio- 
ne ; ovvero che variando ciascuna di esse, le altre si mantengano 
costanti : se tutte variano insiemcmenlc e ricevono i rispettivi in- 
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frementi infinitesimi dx, dy, di; allora la funzione x crescerà di una 
quantità pure infinitesima d\x y che dicesi il differenziale totale della 
stessa funzione e che (XL1V) si esprime colla formola 

. = Qr-f- dx)\og(y -+- dy) x log(y) 
^ sei)(z-\-dz) scnz 

Se poi si fa variare successivamente ciascuna delle quantità indi- 
pendenti, considerale le altre come costanti; allora la funzione \x ri- 
ceverà pure successivamente gli incrementi infinitesimi d x <x, d^x, 
d t \x, che si appellano i differenziali parziali della medesima, ossia 
i differenziali della funzione rispetto alla sola variabile x, o alla so- 
la y, o alla sola 2: è d'altronde manifesto che cosiffatti differenziali 
vengono espressi dalle formolc 

d . jz== (x-hdx)h$(y) slog(y) rf x lo^+dy) slog(y) 
sens sens ' vV " sen2 sens ' 

• 

rf x logft/) x log(,y ) 

*' sen(z dz) seni 

In generale se la funzione esplicita n delle tre variabili indipendenti 
x, y, 2 si designi col simbolo /?t, t/, 2); saranno 

d\x= fa-\-dx,y + dy, z -hdz) — f:x, y, z), 
= A* -H dx, y, 2) — /"( jt, 1/, 2), rf f i* = y-hdy, 2) — /foy,*)» 
^ = * 2 dz) — /Tjr, t/, 2). 

Le quali cose avendo così dichiarate, affermiamo l'esistenza della 
equazione dx = d x x -4- d^x rf z y.; cioè che 1/ differenziale totale 
di una funzione di più variabili indipendenti equivale sempre alla 
soìnma dei differenziali parziali della medesima funzione. E vaglia 
il vero : nella funzione fix, j/, 2,) se la sola variabile x subist e un 
incremento infinitesimo dx, si avrà (XL1V) 

/fc-H dx, y, z) — fx. y, z) = d x f{x, y, z) = ^ • 

di più nella funzione fix-+-dx, y, 2) se si assoggetti alla variazio- 
ne dy la sola y, e si trascuri opportunamente dx in paragone del- 
la y, risulta 

Voi I. 7 
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f\x ~{-dx,y + dy, z) — fx -h dx, y, z) = d y f[x dx, y, z) 

da ultimo nella funzione fìx+dx, y -+- (ty, s) facendo variare la 
sola s, otteniamo 

f(x-hdx, y-^-dy, z-hdz) — fx-hdx, y-+-dy,z) 

Ora le Ire ultime equazioni, quando sieno insieme raccolte per mez- 
zo della somma, ci mostrano la verità della proposizione asserita; 
giacche sommale costituiscono una sola equazione 

fix-^dx, y + dy,z-t- dz) — f x, y, z) = d^-H^M- d t \x, 

ovvero 

(34) d\k = djf. «+■ d y j. + rf a v. . 

5T lo 0 * i ?/) 

Rispetto alla funzione pailicolare — — n_£i c he abbiamo tolto 
1 seti z 

a considerare da principio, poiché i differenziali parziali sono 

d - a -^nT (/j ' V -^se.,/^ f ^— seii ~ (/ " ' 

perciò il suo differenziale totale sarà 

simi : scu : 7/ sen : J scn ; 

LXXVII. Le derivale parziali di primo ordine della funzione jx = 
f x, »/, z) sogliono notarsi colle forme simboliche f'Jx, 1/, z) t 
f y x, y y 3), fjx, y f s): avranno quindi luogo (LXH) le espressioni 

r>.**)= è . f =^ .r. (*,*,*)= # = 

ed anche 

= fJ&yj) *fi = r 9 %y^) dy, dj. = P z r x,y,z) dz. 
Orni' è. che la forinola (31) del numero precedente, dalla quale vie- 
ne espressa l'uguaglianza tra il differenziale totale della funzione e 
la somma dei differenziali parziali, potrà scriversi in questo modo 
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oppure nell'altro 

soppressi nella lettera d i segni x, y, z che sono sufficientemente in- 
dicati dai rispettivi denominatori, e che dovrebbero scriversi di 
nuovo quando nei singoli termini si togliesse il fatlore comune al 
numeratore e al denominatore. 

Le stesse notazioni si «adoperano per significare i differenziali e le 
derivale parziali di ordini superiori al primo. Così p. es. nelle ipo- 
tesi degli incrementi dx, dy, dz costanti, quanto alla funzione •;.= 
fx, y, s), i differenziali parziali di secondo ordine si notano con 
d x d x '/>, d d \l, *Vs' J -» 0 P m 111 compendio con d* s 'i, d* y j., d\?, e le 
derivale paiziali del medesimo ordine s indicano con /"jfc.JJ,*) , 

d 1 ') d' '} 

/V*if» s )» rj-*i!l* z )* °PP uro ( ' oi rapporti differenziali^*'-, - rf £ f 

~ *t che sogliono anche scriversi ^p, ~: quindi le espres- 
sioni dei differenziali per mezzo delle derivate sai anno 

d^' 

<*> = r/*.y.O = j£ <V , 



LXXVI1I. Oltre a ciò nella funzione fx,y,z) possono farsi 
i differenziali e le derivate successive rispetto a due o tre variabili; 
può farsi p. es. il differenziale e la derivata relativa alla y del dif- 
ferenziale di ;j. e della sua derivala relativa alla x, e viceversa: co- 
testi differenziali e derivate scambievoli si esprimono, gli uni coi 

simboli d y d x :>., d x d y >i;\c altre coi rapporti ^j^, cnc S <>P- 

pressi i segni nei numeratori si scrivono più semplicemente 



dxdy y 
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g— ; di modo che essendo un dato differenziale sempre uguale al 

prodotto della derivala corrispondente pei differenziati deììc quantità 
sottoposte a una variazione, avranno luogo le forinole 

per le espressioni dei differenziali scambievoli. 
Ora i differenziali scambievoli risultano sempre gli stessi, sia 
che la funzione ja = f(x,y,z) si differenzi! prima rispetto ad x e poi 
rispetto ad y, sia che nelle due differenziazioni successive si tenga 
l'ordine inverso : cioè sussisterà l'equazioue d 9 djp=djip. Infatti 
ripigliati i due differenziali o le funzioni 

*= fri y ■+■ <ty> z ) — fr^t») ; 

e facendo variare la sola y uella prima funzione e la sola x nella 
seconda, otteniamo (XL1V) le due equazioni eoi secondi membri 
identici 

djd&=fl*+dx,y+d$,z)— /fajH-efy,*)— frHHfe#,*)4VÌ>#.x) » 
dJL#=f{<iH&yy^w}—fa+ 

sarà dunque djd#=d m djt.. Così nella funzione n= ~ lng 

sen *> 

abbiamo 

d ^ J log(y) ^ logf//) //j ffo ffy 
» * sen 3 ~~ v sen s " //sen s ' 

x w sen 3 x iy sen 3 i/ sen 2 ' 

e sono uguali tra loro sì i differenziali, come le due derivale scam- 
bievoli. 

LXXIX. Colle nozioni ora dichiarale intorno ai differenziali, cal- 
le derivale parziali di ordini superiori al primo , possono trovarsi 
agevolmente le forinole per la determinazione dei differenziali suc- 
cessivi e totali di una funzione di più variabili. A noi per lo scopo 
cui miriamo, non fa mestieri che di determinare il differenziale tota- 



>og!e 
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le di primo e secondo ordine della funzione = P(*tjf) di due sole 
variabili, e le derivate parziali di primo ordine di uia funzione 
implicita delle due variabili indipendenti x ed y. Quanto alla pri- 
ma funzione, ricordandoci che il differenziale totale di una funzione 
equivale alla somma dei differenziali parziali, avremo immediata- 
mente le espressioni 

= d V + M/tp + * > = £ dx dy + J 4T 

pei differenziali tolali di primo e secondo ordine della funzione 
proposta. 

Se la funzione jjl divenisse nulla o acquistasse un valore costan- 
te, allora una delle due variabili sarebbe funzione dell'altra : sup- 
posta pei' es. ja=- F(flr f y)=0, dovrà essserey=/fa). In questo ca- 
so riusciranno =0 aneue i differenziali dp, dV ; e noi vogliamo 
qui cercare la derivate di primo e di secondo ordine della medesi- 
ma equazione 0. I differenziali primo e secondo di questa equa 
zione, attese le cose ore esp%le t sono 

du , da | « 

ma essendo y una funzione della x, abbiamo dal numero MA 1 1 

e non polendo più as*irthersi la quantità dy come costante al pa- 
ri della quantità dx, dal differenziale parziale d f \i^=t' l {x,y) dy si 
ricava (LV11 ) 

d',,.= ?",(x,y)dy'+f',(x,y)d'y 

*V ÉLdx'-i-ia. ^Ldx<- 
3? dx + dy ■ dx' ■ 
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dunque soslituiti questi valori e raoeoHi i fattori dx e dsr", i due 
differenziali della equazione divengono 



/ du dfi dy 



jdx^O, 



\ 3j- dy ' dx 

conseguentemente le derivate che cerchiamo, saranno 

dx dy ' dx * 

E siccome (LXXIV) nella curva y = flx) esiste il valore 

. g=n*)=««ii«(te); 

così mettendo anche ?(x,y), o semplicemente F in luogo di ja, le 
derivale prima e seconda della equazione F (*, y) = 0 potremo . 
scriverle 

r rfF <JF , _ , A 

(35) 

J rf'F 2rfF , „ , d*V , t/J , d? d'y 

LXXX. Quanto alle derivate parziali di primo ordine di una fun- 
zione implicita z delle due variabili indipendenti x ed y y prendia- 
mo prima una funzione esplicita y. — fix, j/,2), e il suo differenzia- 
le totale d\x = -jfo.dx dy -h jjr ifo; e supponiamo dipoi che una 

tal funzione divenga nulla, sicché fra le tre variabili £C, t/, 2 si abbia 
l'equazione ;a = /ut, iy, 2) =. 0. In questa equazione due variabili 
qualunque, per es. x e y sono indipendenti; la terza variabile poi, 
cioè 2, sarà una funzione determinata delle prime due, e avrà per 

dz dz 

differenziale la espressione dz = ^ dx -\—^ dy : sostituito un tal 
valore in luogo della quantità dz nella espressione superiore del 
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differenziale di, che nel caso presente dovrà farsi uguale a zero, e 
raccolti quindi i fattori comuni ai diversi termini, risulterà il diffe- 
renziale totale della equazione ;j. = o, vale a dire 

(4+*-«M*+* •*)*=•• 

Dove si avverta che dz non ha il medesimo significato nel rappor- 
to^ e nei rapporti^, ^: nel primo rapporto, dz deuota l'incre- 
mento infinitesimo della quantità z riguardata come variabile indi- 
pendente; negli altri due rapporti, dz significa il differenziale della 
z considerata rispettivamente come funzione delle variabili indipen- 
denti x ed y: questa osservazione si applica pure alle equazioni ri- 
ferite nel numero precedente. 

L'ultima equazione di questo numero deve verificarsi, qualunque 
sieno gì' incrementi infinitesimi e fra loro indipendenti dx, dy; 
perciò sarà necessario che si annullino separatamente i coefficienti 
dei medesimi incrementi: di tal modo scrivendo fx y y, z), o sem- 
plicemente il simbolo f in vece di [a, otterremo rispetto alla funzio- 
ne /fa, z) = 0 le due relazioni 



dx~^ 



dz dx ' dy dz dy 



e da queste relazioni si deducono quindi le derivale parziali che 
cercavamo, cioè le derivate di primo ordine della funzione impli- 
cita z rispello alle variabili indipendenti x ed y, 

dz df . d[_ (h_ __ rf£ . df 

dx dx ' dz ' dy dy ' dz 



LXXXI. Punti singolari delle curvo piane. Si chiamano 
singolari que' punti che offrono alcune particolarità, inerenti alla 
natura stessa delle curve: noi tratteremo solo dei punti multipli, di 
regresso e dei punti isolati, servendoci delle due equazioni (35) 
stabilite nel penultimo numero. Multipli in genere, e doppii o fri- 
pli ecc. in ispccie, sono quei punti pc' quali passano due o più rami 
di curva, in modo che a ciascun ramo possa ivi condursi una tan- 
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genie diversa; nella curva della fig. 2T." l'origine delle coordinate 
è un punto doppio. Ponti di' regresso sono quelli, dove toccandosi 
si arrestano due rami di curva che quinci retrocede: i due rami che 
debbono sortire una tangente comune nel punto di arresto, o si ri- 
volgono scambievolmente le proprie convessità come nella prima 
figura 28.*, e allora il regresso dicesi di prima specie; oppure l'uno 
oppone la sua convessità alla concavità dell'altro ramo, come nella 
seconda figura 28/, e allora il regresso sarà di seconda specie, tn 
fine si chiamano isolati o coniugati que' punti, i quali avvegnaché 
separati interamente dalla curva, hanno nondimeno tali coordinate 
da soddisfare alla equazione della medesima curva. 

Ciò posto, sia una curva rappresentata dall' equazione Y(x, y) 
= 0 tra le coordinate ortogonali x ed y; e (Ix) sia l'angolo, che 
nel punto (z, y) fa la tangente geometrica coli' asse delle ascisse: 
con una derivazione si avrà la prima equazione (35) 

df dF , i , ft 



Ora affinchè un punto r, y possa essere singolare Bella curva, fa 
d' uopo che colesta equazione di primo grado rispello alla quantità 
lang(te), rimanga soddisfalla indipendentemente dalla medesima 
quantità che, giusta te definizioni date di sopra, deve avere due o 
più valori dilTercnti nel caso di un punto multiplo, due valori uguali 
nella supposizione di un punto di regresso, ed una espressione im- 
maginaria nella ipotesi di un punto isolato: d'altronde a quella equa- 
zione derivata non può soddisfarsi indipendentemente dal valore 

tang(te), se non si annullino separatamente il termine e il coef- 

dF 

fidente j-; dunque bell'ipotesi di un punto singolare (x, y), oltre 

alla equazione F = 0, dovranno verificarsi insieme anche lo due 
equazioni 

H £=.. %=»■ 

Quindi il metodo per conoscere, se in una curva di data equazione 
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vi abbia alcun punto singolare, sarà il seguente: poiché le coordina- 
te di un punto singolare debbono soddisfare alle due equazioni (3ti), 
ricaviamo da queste i particolari valori x ed y ; se questi valori sono 
reali e verificano inoltre l'equazione della curva F =0, si eoncui»- 
de che alle coordinale x ed y così determinate può corrispondere un 
punto singolare. Per veder poi se e quale vi corrisponda di fatto, 
nella equazione della curva si eseguisca un'altra derivazione: avre- 
mo la seconda equazione (3o) del penultimo numero, la quale al- 
dF 

leso il valore j- = G nel caso di un punto singolare diviene 

(37) rfF*^ dHì lw * {tx) + d? Id,r * W =° * 

Sostituiti i valori x ed y già determinati e risoluta questa ultima 
equazione in ordine alla quantità tang(/-r), sarà realmente (x,y) un 
punto singolare, cioè un punto doppio o di regresso o isolato, se 
risultano due radici (ang(to) differenti o uguali o immaginarie. 
Quando svanissero i singoli termini dell' equazione (37), conver- 
rebbe ricorrere alle derivate di ordini superiori al secondo, per sa- 
pere se la quantità tang(ta) abbia per avventura più di due valori, 
e passino per coiwegucnza più di due rami curvilinei pel punto 

Per addurre un esempio in ciascun caso, sia 1 .• l'equazione F(<r,y) 
=jf*-f-** — x % = 0. Le derivate parziali di primo ordine uguaglia- 
te a zero saranno 

dalle quali si deducono i valori reali x = 0, y = 0 che soddisfano 
ancora alla equazione della curva, e appartengono all'origine delle 
coordinate : dunque l'origine può essere un punto singolare. Pro- 
seguendo le derivazioni parziali, otterremo 

che per x = 0 ed y = 0 diventano 
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dx * dxdy 1 di/* 

con questi valori l'equazione generale (37) nel caso particolare che 
consideriamo, diviene — 2 -+- Stangate) = 0, e ci dà due valori 
diversi lang (tx) — 1 , tang(te) = — 1 . È dunque l'origine delle 
coordinale un punto doppio ; e i due rami della curva, la cui forma 
è quella della figura 27.", hanno in quel punto le loro tangenti in- 
clinate all'asse delle ascisse sotto un angolo di 15.\ ma dirette in 
senso contrario. — 2.° Sia la curva F(.r,y) = ay* — x* — 0 : a que- 
sta equazione e alle altre due 

soddisfanno i valori particolari x = 0 ed y = 0 ; sicché anche nel 
presente caso l'origine delle coordinate può essere un punto singo- 
lare della curva. E poiché falle le derivale ulteriori 

dx* ' didy ' dy' 

per un punto qualunque (sr,y), e quindi 

rf?- 0 ' li-dì-"* w 

per il punto (# = 0, J/ =0), la consueta equazione (37) diviene 
2a tang*(/a:) = 0, e ci somministra i due valori uguali lang (te) 
= 0, taDg(tó) — 0; perciò s'inferisce che nella data curva l'origine 
delle coordinate è un punto di regresso, dove la tangente comune 
ai due rami si confondo cullasse medesimo delle ascisse. 11 re- 
gresso è di prima specie, sì perchè le ordinale dei due rami sono 
sempre di segno contrario come apparisce dalla equazione della 
curva risoluta rispetto ad y, e sì perchè i due rami rivolgono l'uno 
la convessità e l'altro la concavità verso una retta parallela all'as- 
se delle ascisse come apparirà dal numero susseguente : la curva è 
una parabola cubica, rappresentala nella figura 28/ — 3.° Sia da- 
ta la curva di quarto ordine 

F(* l y)=y , -**-HiV=0: 
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avremo 

e i valori reali che verificano le tre equazioni simultanee 
t/'-x'+aV^O, Wx — ix* = 0, 2y — 0, 
sono evidentemente <r — 0 ed t/ = 0. Di più per questi due valori 



dx* dxdy dy % 

l'equazione (37) si ridurrà a quest'altra 2a* -+- 2 tang'(te) — 0 t 
e ci darà le espressioni immaginarie tang(fjr) ==i= a : è 

dunque isolalo il punto (x = 0, y — 0), ossia l'origine delle coor- 
dinale nella curva che risponde alla equazione proposta. 

LXXXII. Nel costruire una data equazione, oltre al conosci- 
mento de'punli singolari, conviene sapere se la curva rivolga la 
sua concavità o la sua convessità verso l'asse delle ascisse. Ora la 
condizione onde la curva y—fx) nelle vicinanze del punto (x,y) 
rivolga la sua concavità verso l asse delle ascisse o verso la parte 
negativa delle ordinate, è questa che si abbia f'(x) < 0; e la con- 
dizione onde la medesima curva rivolga la convessità all'asse, è che 
esisla F'(xy> 0. 

Sia M (fig. 29. a ) un punto della curva, x — AK ed y — MK sie- 
no le sue coordinate, KK'— h un incremento infinitesimo della 
ascissa, AK'=aM-A ed M'K 7 — f x-t-h) le coordinate del punto M' 
vicinissimo ad Ai; e in fine sieno X, Y le coordinate generali del- 
la tangente nel punto M, e si dinoli con y t l'ordinata NK' che corri- 
sponde alla ascissa x-\-h. Egli è chiaro che la curva y=f(x) pres- 
so il punto (x,y) rivolge all'asse delle ascisse la sua concavità o la 
convessità, secondochè la differenza M'K'— NK', ossia f{x-\-h)—y t , 
riesce negativa ovvero positiva: ma codesta differenza è negativa 
o positiva insieme colla derivala seconda f'{x) : dunque la cur- 
va rivolgerà verso l'asse delle ascisse la sua concavità, se sia 
/■"(£)<(); e rivolgerà la sua convessità, quando esista / y '(jr)>0. Per 
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ciò che spella alla prova della proposizione minore, l'equazione già 
ritrovala (LXX1V) della iella tangen le Y—y=(X— quanlo 
al punlo N nelle vicinanze del contallo [x,y), diviene y,— y = 
(aH-A — x)f(x) ì e ci porge il valore. 

dall'altra parte il teorema di Taylor (LXIX) ci dà pure il valore 

/[^)=/(«) + ^)h-^h*)+£ rw + : 

avremo quindi, col sotlarre l'un valore dall'altro, l'espressione del- 
la differenza 

(38) f[x + h) - y t = £-/■"(*) 4- ^ r(*)+ H«) • 

In questa equazione il segno del secondo membro dipende dal se- 
gno del termine infinitesimo di ordine infimo -sf , {x) t e perciò dal 

segno del fattore f\x) : dunque il primo membro o la differenza 
f\X-+-h) — y t sarà negativa o positiva insieme colla quantità /"(a), 
e così rimane dimostrata la conclusione poc'anzi dedotta. 

Per recare un esempio, prendiamo la parabola ordinaria, riferi- 
ta al suo asse AX (lig. 5.") e rappresentata dalla equazione y~f[x) 
= \ f ~tpx, dt) v e il primo segno corrisponde al ramo superiore 
ed il secondo al ramo inferiore : le derivale prima e seconda della 

\J 2n sj 2» 

funzione /ì», sono f*(x) = =fc f"{x) = m — 1=; per 

conseguenza la parabola presso, un punto qualunque rivolgerà sem- 
pre verso la parte negativa Y' delle ordinate la sua concavità nel 
ramo superiore AM, eia sua convessità nel ramo inferiore AM'. Va- 
le a dire la parabola di secondo grado, come abbiamo asserito nel 
numero (IX), rivolge al proprio asse AX la sua concavità si nel ra- 
mo superiore e si ancora nel ramo inferiore ; e la medesima cosa 
si dimostra in un modo somigliante per la ellisse e per l'iperbola 
rispetto al loro asso trasverso. 
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LXXXHI. Possiamo adesso, chiudendo le applicazioni del calco- 
lo differenziale, dire alcuna cosa sui punti d' inflessione che enlrano 
ancor essi nella classe dei punti singolari delle curve. Chiamassi 
punii d' inflessione quelli, ne' quali una curva cessa di rivolgere la 
sua concavità verso l'asse delle ascisse, per quindi rivolgervi pro- 
cedendo la convessità, e viceversa: cerchiamo il criterio per cono- 
scere, quando nella curva continua y = f\x) il punto (jp m ,jf m ) sia 
un punto d' inflessione. 

Sieno AK — ff m> ÌAK = y m (fig. 30.») le coordinate del punto M, 
dove la curva inflettendosi è attraversata dalla tangente IT; e in- 
dicando A una quantità intinilesima e positiva, facciamo KK = h = 
KK", e conduciamo le ordinate y ed y x della curva e della langen- 
le che rispondono alle ascisse AK', AK". Aflìnchè M sia un punto 
d' inflessione, devono manifestamente avere contrai h segni le due 
differenze M'K' - N'K' ed M"K" — N"K", ossia le due differenze 
f{x n + h) — t/, ed f{x m — A) — y t : vediamo pertanto in quali casi e 
possa verificarsi e si verifichi di fattocolcsta condizione. — Giusta la 
formola (38) stabilita nel numero precedente, sussistono nel uostro 
caso le due equazioni 

/(*■»-+- *) - = y rvj +n/"'(^i'+ixi n*j + . , 

e da cosiffatte equazioni apparisce che i primi membri ole differen- 
ze dette di sopra non possono riuscire di segni conti arii, se non 

h* 

si annulli nei secondi membri il termine comune -j f"ix m ) che è una 

quantità infinitesima dell'ordine più bttsso, ossia se non si annulli 
f'{x m ): quando si avveri la condizione f"(x m ) = 0, le due differenze 
in realtà saranno dotate di contrarli segni, purché non svanisca la 
derivata r( x m)ì ma svanendo questa, conviene aito stes>o line che 
si dilegui ancora la derivala /"(#,„), e così di seguito. Donde si rac- 
colgono queste due conseguenze: 1.° nell'ipotesi di un punto (j m ,y w ) 
d'inflessione, deve sempre annullarsi la derivata /"(xj; epperò 
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i valori delle ascisse x m , a cui può corrispondere un punto d'infles- 
sione, debbono cercarsi Ira le radici della equazione f\x) ~0; 2.° 
alle ascisse x M così determinate corrisponderà realmente un punto 
d'inflessione, se tra le derivale /"'(xj, /" ,T (xJ , — la prima che 
non si annidili, è di ordine dispari. 

Propongasi per esempio la curva trascendente y — fax) = sen x: 
ne derivano le funzioni /',>) = cosx, f x) = — sen x, f"{x) = 

— così* ; e la condizione f'(x) = — sen r= 0 porge le radici 

x m = 0, - -, - 2-, = . . . , = — -, = — 2-, = ... A ciascuno di 
questi valori corrisponde un punto d' inflessione, dove la curva di 
concava diverrà con» essa e viceversa; perche la derivata di ordine 
dispari f"\X m ) è la primi, che peri medesimi valori non si annulla. 
La curva ha la forma indicata in parie dalla tig. 31\ e la sua tan- 
gente all'origine coincide colla bisseltriee dell'angolo fallo d.igli assi; 
poiché in quel punto abbiamo lang(te) ==/*(«) = cosx = l 1 e per 

conseguenza l'angolo (lx)~~. 

LXXXiV. Integrali Indefiniti completi ovvero incom- 
pleti, litteyrale di un dato differenziale dicesi la funzione ondo 
proviene lo stesso differenziale, ossia la funzione che sottoposta alle 
leggi della differenziazione restituirebbe il differenziale proposto: 
cosi 1 integralo del differenziale adx è il prodotto ax; perchè que- 
sto è tal funzione della x, che differenziala (XLV) restituisce im- 
manlincnle adx. Ora a significare che il differenziale adx deve in- 
tegrarsi, o che si ha a trovare la funzione da cui esso procede, si 
costuma di preporre il simbolo o la lettera S allo slesso differen- 
ziale in questo modo Sadx; sicché può scriversi l'equazione 

(39) j*adx = ax, 

nella quale un medesimo integrale è indicato nel primo membro ed 
espresso nel secondo: l'equazione- si enuncia col dire « l'integrale 
del differenziale adx è la funzione ax ». 

Facciamo qui due avvertenze. La prima è che l'integrale di un da- 
to differenziale, quando venga solo designato, può dirsi che sia an- 
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cora quella funziono la quale assoggettata alla differenziazione ren- 
derebbe la quautità posta sotto il segno d'integrazione: quindi se 
anche il differenziale sia solo indicato, por ottenerne l'integrale ba- 
sterà rigettarci due segni d'integrazione e di differenziazione ; e 
così S d.ax = a*. La seconda avvertenza è che espressa con C una 
quantità costante, l'integrale del diffeienziale già consideralo adx 
non è solamente la funzione ax, ina ancora la funzione oi + C; 
giacche binino lo slesso differenziale (UX) due funzioni, le quali 
non differiscono l'ima dall'altra se non di una quantità costante: adun- 
que oltre alla equazione 39 1, sussisterà ancora l'equazione 

( 40) f a dx — ax C . 

L'integrale '39), ossia ar senza la costante, dicesi integrale incom- 
pleto del proposto differenziale adx; l'integrale 10 , ossia ax -+-C, 
si chiama integrale compirlo de' medesimo differenziale : l'uno e 
l'altro integrale è indefinito ; il primo perchè contiene la quantità 
indeterminata x, il secondo perchè abbraccia ancora la quantità 
eostante G, la quale è pure indolcì minala o arbitraria. 

A ragion d'esempio, rispetto al differenziale cos xdx, i due inte- 
grali incompleto e completo sono (XLVIII) 

^*cos x dx — son j\ j* cos x dx — sen x -t~ C : 

in generale se dinotasi con F r x) la funzione, onde si deriva l'espres- 
sione differenziale fi) dx=~ F(x) dx, avremo 

ff{x)dx=z? (*), f fx) dx~¥ (x) -h C. 

LXXXV. / fattori costanti che si trovano in un differenziale da- 
to ad integrarsi, possono mettersi fuori del segno d'integrazione. — 
Sia F (x) la funziono, dalla (piale procede il differenziale f{x) dx 
essendo a una quantità costante, si avrà (XLV, LXXXIV) 

f af[x) ci* = ja d?{x) = j d[a¥{x)] = a¥(x); 
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ma è ancora Sf{x) dx = F(x), e per conseguenza aSftx) dx =■ 
a¥(x) : dunque 



f af{x) dx = f f[x) dx . 



La stessa regola dobbiamo ammettere in ordine ai segni algebri- 
ci; dacché fatto a =. — 1, l'ultima equazione diviene 

f-f(x)dx = -ff(x)dx. 

LXXXVI. L'integrale della somma algebrica di più termini dif- 
ferenziali uguaglia la somma degli integrali di ciascun termine. — 
Sieno P(«), f[x), y («),... diverse funzioit di una stessa variabile 
x: sussisterà (LV1. LXXX1V) l'equazione 

j [d$(x) -+» àf{x) H-...] = J 

==F(z)4-/^ + 
ma abbiamo evideutemente 

F(*) = y dF(s) , f[x)=f df{x), *(x)=f 

dunque 

y [dF»-t-rf/ , (j-)-r-d ? (jr)-+-...]= y rfFf»-f- y d/(a?)-h 



Così attesi i numeri (LXXXV, XLVIII e LI), si avrà nel se- 
guente esempio 

f (adx — b cos x dx H— -j- )=<* <k> — & f cosjrfj-hc ^* ~ 

= aj — òsena--Hclog(ir). 

LXXXVII. Essendo m tifi numero fisso qualunque, il differen- 
ziale \ m dx s integra, col sopprimere il fattore dx, aumentare di 
una unità l esponente m, e col dividere quindi il risultato per 
il nuovo esponente; che è quanto dire, sussiste sempre la formala 
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J x m dx — 



X 



Infatti se poniamo iì valore y = x m + l , e ne prendiamo il differen- 
ziale, avrà luogo (XLVII) l'espressione 

dy = (m-h\ )x m dx : 
in conseguenza otterremo 

Così per es. 

/aria /■ aar 1 a 
— r- —a / jr'dx~ — r = , 
x % J — l a- '« 

/ y/Wèm^ I x 3 dx^=—x s =W# 5 . 

LXXXV11I. intcffrwKione immediata. Vi hanno diversi me- 
todi d'integrazione; e si fa uso or di uno or di un altro metodo, se- 
condo che or l'uno or l'altro conduce più speditamente all' integrale 
cercato. Quando un differenziale è di tal natura, che apparisca in- 
contanente la funzione onde esso proviene ; allora l' integrazione si 
pratica immediatamente, senza bisogno *li ricorrere ad altra rego- 
la: cosi proposto il difft renziale senj-f/j, vediamo subito (XLIX) 
che esso si origina dalla funzione — cos x; quindi couchiudiamo 
senz'altro che questa è l'integrale di quello, e scriviamo 

y sen x dx — — cos x. 

Immediatamente si ottengono pure 'LUI) i due integrali 

» 

ja'\o g {a)d X = a', ja'dx=^ ) f a*\o S ( a )dx= . 

In fine poiché conosciamo già (LUI, LIV, LV) le tre formole 
Voi. L 8 
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j dx , dx 

rf.arc sen x — t a are cos x= 



✓1 — «■ vT^?" 

d.arc taog«=|-^^ ; 

perciò avremo immantinente gì' integrali 

/dx f —dx 

. . —are sen x, / — _ = arc cosa: , 

/da; 
7^-arctang*. 

LXXXIX. lnte*r»«i©ne per sostituzione. Quando a pri- 
ma vista non si scorge la finizione, dalla quale discende un diffe- 
renziale dalo ad integrare; allora conviene opportunamente sostiluire 
alcune quantità in vece di altre che entrano nella espressione del 
differenziale, sicché questo rimanga trasformato in un altro, di cui 
si conosca la funzione integrale. 

Sia p. cs. proposto alla integrazione il differenziale x s/ a* — x*dx: 

dz 

fallo a*— x 1 —z, e perciò dx — — ^ , sarà (LXXXVH) 

j x \J a % — x* dx =— J* x\Jz ijj-= g- J z* dz 

■ 

z 4 1 4 



Cosi ancora rispetto al differenziale ^jjp=; se pongasi -^ =z, 
si ricaverà x =az, dx=adz; per conseguenza avremo (LXXXVIII) 
f z±:dx __f +adz _ r ztzdz __ / sen __ _ x \ 

rf<£ 

E rispetto al differenziale ; , , se noi facciamo •/JF-FS" = 

ya -f-4D 
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% — x, avremo successivamente 
e quindi 



43* rfs — 2s* </; -h 2a' fi; a'-h 3' , 
dx = 4? =-^ d2; 

e per conseguenza 

/•_dx__ _ r (g'-hs*)^ 



2z' 



22 

= /-y = log(l) - logOr + v/aV^ . 

Finalmente se sieno dati i due differenziali cos x scn'a; (te , e 
seu a; cos'jc dx , poiché fallo sen x = 2 ovvero cos x z , risulta 
cos a; (te == dz oppure sen xds = — ài ; otterremo 

/r * z* 1 * 
cosxsen'x dx—j z'az = y = y sen 1 x , 

/* sen x cos'ir cte = — j' z*dz = — y = — y cos'a; 

quinci si derivano gli altri integrali 

/l 1111 
cosyz sen* jxdjx=-^sen*jx , 

/l 11 11 

seny x cos'yir dy# = — jcos" y 0 ; 

ossia 

Z 1 1 ,1 ,, 2 ,1 

/ cosy a? sen y x dx =y sen'y x > 
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/ 



1 , 1 A 2,1 

sen-^cos* y x dx = — ^ cos* j-ac. 



XC. lnteifra«ione per parti. Diciamo che l'inlcgrazione si 
fa per parti, quando un monomio differenziale può risolversi in due 
termini pur differenziali; e quindi invece d'inlegrare il dato mono- 
mio, si prendono più comodamente gl'integrali delle due parti in cui 
si risolve. A (ine di stabilire la formola, nella quale è riposto il 
metodo d'integrare per parti, siéno y es due funzioni di una mede- 
sima variabile x; avremo (LV li) 

d(yz)—z dy-hy dz , 

e conseguentemente 

y dz = d(yz) — z dy : 

donde si fa manifesto che il monomio differenziale y dz , composto 
di due fattori, dei quali l'uno è una funzione finita e l'altro è una 
funzione differenziale di una stessa variabile, può risolversi in due 
parti o termini pur differenziali; e così in luogo d'inlegrare l'espres- 
sione ydz, possono prendersi gl'integrali, se ciò torni comodo, delle 
due parti equivalenti. Pertanto s'integri l'equazione, che abbiamo 
scritta ultimamente ; risulterà la formola 



f V dz~yz— ^ zdy: 



in questa formola consiste l'inlcgrazione per parli, e da essa noi ri- 
caviamo «he finlegrale del prodotto di due funzioni di una mede- 
sima variabile, una finita e l'altra differenziale, può anche ottener- 
si, col fare il prodotto della prima funzione per l'integrale della 
seconda, e col sotlrarne dipoi l'integrale del prodotto della seconda 
funzione integrata pel differenziale della prima. 
Atteso il secondo e il primo esempio del numero precedente, i 

differenziali \/a 1 ^x r dx, (a 1 — x')*dx s' integrano (LXXXVII, 
XLVII, XLVI) per parli in questo modo: 

j va'— x* dx = f\/ JL-\, x dx 



Digitized by Google 



PRINC1PII DI CALCOLO INFINITESIMALE 117 

— a % xdx 



= \ (x vV— a?M- a* are sen j ; 

y (a* - x t ) { dx= f (a' — «•) ^a 1 -«'da? 
=a , y ^a* —x* dx — f x . x \J a* — x 1 dx 



ossia 



= a\r v^a 1 - ? + a 4 . are sen^ -l^a' - s , ) nr - 
Similmente, attesi i numeri (XL1X, XLVtll), si hanno gl'integrali 
J x sen x dx = — x cos a? -4- ^ cos ar dx = sen x — ascoso;, 

j*x cos x dx = x sen x — J % senxdx=cx>sx-\-xsenx; 
e quindi ancora 

y 2a? sen 2a? d2as = sen 2x — 2a; cos %x , 
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/111 111 
-£<rseii£-;r<iya;— sen-g-a; — -g-a?cos-j£C , 

ossia 

/l 1 
x sen %xdx = -j- sen — g" 37 cos ^ x » 

/l 1 1 

x sen -g-£C da; = 4 sen y£— 2a; cos -g-a; ; 

e per la stessa ragione 

/l 1 
a; cos tu dx = — cos 2» + y 0 sen zx, 

f x cos ^xdx = i cos— x -h 2a; sen y a; . 
Finalmente esistono pure (XLVU) gl'integrali 
y* sen'a;<ia; = — scn*a;cosa;-h2 ^ sen oc cos'i: da;—— sen'a; cos x 



2 y* sena;(l— sen'a;)(ii;=:— sen'a;cosa:— 2cosa;— 2 J sen'a;da;, 



y* cos'è dx = cos'a; sen x >+- % f cos x sen'a; da; == cos'a; sen x 
-4-2 y* cosa;(l— cos'a;){itt=cos'a; senaH-2sen a;— 2 y* cos'/rdr; 



/l 2 
sen* a;(/a;= — sen'aicosa;— y cosa? , 

/l 2 
cos' a; dx = -g- cos'a; sen a; 4- ^sena; . 

Notiamo che gli integrali ritrovati dal numero LXXXVI in poi, 
sono incompleti; per renderli completi basterà aggiungere a ciascu- 
no di essi una costante arbitraria C. — La natura e lo scopo di que~ 
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sto compendio di calcolo non ci consentono di esporre qui i melodi 
generali, solili a darsi, per eseguire l'integrazione delle espressioni 
differenziali che comprendono le funzioni algebriche, razionali o ir- 
razionali, e le funzioni trascendenti di una sola quantilà variabile : 
noi nei casi particolari, quando ci si offra nel corso dell'opera qual- 
cuna delle suddette espressioni da integrarsi, effettueremo sempre 
le integrazioni, servendoci dei principii che abbiamo dimostrati; al 
presente dagli integrali indefiniti dobbiamo passare alle nozioni e 
ad alcuni principii degli integrali definiti. 

XCI. Integrali che Incomincia no da un p articolar va- 
lore della quantità variabile, e Integrali definiti. Ponia- 
mo che la retta indefinita RR'(fig. 32. a ), nel piano degli assi ortogo- 
nali OX ed OY, sia parallela all'asse delle ascisse e intersechi l'asse 
delle ordinate in R : sieno fc t = OB, h = AB le coordinate di un punto 
fisso À della medesima reità; x = OK, h =a MK le coordinate di 
un punto mobile M ; ed a rappresenti l'area rettangolare ABMK, ter- 
minata dalle ordinate AB ed MK, dalla differenza BK=o? — 0, del- 
le ascisse, e dalla corrispondente porzione AM della reità RR'. Si 
aumenti l'ascissa x = OK della quantità infinitesima dx = Ri- 
condotta pel punto K l'ordinala M'K', s' ingrandirà l'area rettango- 
lare a della quantità pure infinitesima 



integrando questa equazione, avremo l'espressione dell'arca a per 
mezzo di un integrale ; cioè avremo a=^Jkdx. 

Ora l'area a incomincia da un determinato valore a;,, e si estende 
sino ad una ascissa qualunque x ; lo stesso è dunque a dire della 
sua espressione integrale S h dx : per significare cosiffatta condi- 
zione dell'area e della sua espressione integrale, l'ultima equazio- 
ne si scrive 



e si enuncia « a è l'integrale dell'espressione differenziale hdx, pre- 
so chi x o fino a x » . — Che se anche il punto M si supponga stabi- 



dx = MKK'M' = MK.KK' — hdx: 



(41) 
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le e sia determinala la sua ascissa OK = x m : allora l'area a che in- 
comincia da un particolar valore x =£ 0 , si estende sino a un valo- 
re pur determinato x — x m , e la penultima equazione potrà scriver- 
si nel modo seguente 



(42) a=/ hdx. 

X. 



-1*1 



o 



L'integrale (41) si dice integrale che incomincia da un valore 
determinato x 0 della variabile indipendente, ed è per una parte in- 
definito; l'integrale (42) è poi e si appella un integrale definito per 
ogni verso : l'uno e l'altro chiamasi integrale compreso tra i limili 
w, ed x, ovvero x, ed x iU . 

Olire a ciò, l'area a si esprime ancora per 

a = MKOR - ABOR = MK. OK — AB. OB = hx — hx py 

oppure 

a = MK. OK — AB. OB = hx a — hx, : 

quindi paragonando rispettivamente queste due equazioni colle equa- 
zioni (41) e (42), verremo a stabilire le due formolo 

f hdx = hx — hx 0 , f hdx = hx m — hx Q . 

Per le quali Corniole essendo hx l'integrale indefinito ed incompleto 
Sh dx, ci si rende manifesta la conclusione che segue : l'integrale 
che incomincia da un peculiar valore x 0 , ti ottiene col sostituire 
questo valore x 0 in luogo della variabile x nell'integrale incompleto 
e col sottrarre dipoi il risultato dal medesimo integrale incomple- 
to ; r integrale poi definito per ogni versosi ottiene, col sostituire 
successivamente alla variabile x nell'integrale indefinito ed incomr 
fleto i valori x 0 ed x m dei limiti inferiore e superiore, e col sot- 
trarre quindi le due espressioni risultanti luna dall'altra. 

In generale se ¥(x) dinota quella funzione onde procede il diffe- 
renziale /ì»<te, l'integrale indefinito e completo di questo sarà 
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(43) J7fa)<fe = F(«)-T-C, 

dove sono indetcrminate le due quantità leC. Ora per determina- 
re la quantità costante C, supponiamo che l'integrale (43) si annul- 
li per un particolar valore x 9 della variabile x, ossia per x = x t : 
in questa ipolesi che può sempre farsi, avremo 0 ~ F(jc 0 ) -+- C ; ep- 
però C = — F(£ 0 ) sarà il valore, che riceve determinatamente la 
costante C nella medesima ipotesi. Se ora nella equazione (43) si 
attribuisce il detto valore alla costante C, la quale è adulto arbitra- 
ria, la medesima equazione si trasmuterà nell'altra 

<f/lx)dx=F(x)-F(x 0 ); 

e questa esprimendoci Y integrale del dalo differenziale f[x)dx per 
qualunque valore x, ma che però si dilegua per x = x t , ossia che 
incomincia da <r 0 , dovrà notarsi coi segni commemorati di sopra e 
scriversi 

r x 

j fise) dx = ?(x) - F(*J . 

Che se in questa ultima equazione invece della quantità indetermi- 
nata x si adoperi un altro suo valore particolare x n , sicché l'inte- 
grale incominciando da x 0 si estenda fino ad x m , e sia interamen- 
te definito ; la medesima equazione diverrà, 

f\x)dx=F(x m )-?(x,). 

Di tal modo le due uìlime formolo rendono generali quelle regole 
che abbiamo testé dimostrale in un caso particolare, relativamente 
agli integrali che incominciano da un valore determinalo della 
quantità variabile, e agli integrali definiti. 

Vuoisi anche notare che un integrale per ogni verso indefinito 
può esprimersi per il medesimo integrale che incominci da un par- 
ticolar valore della quantità variabile, purché a questa espressione 
si aggiunga una costante arbitraria. Infatti diflèrenziando l'equazio- 
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nX 

ne / f[x) dx,~F(x) — F(x 0 ) , abbiamo 

d f X fiat) dx = d[?{x) - F(*,)] = dF{x) = f[x)dx; 
e quindi integrandola di nuovo, otteniamo 



x 

y f[x)dx = j f[x) dx + C. 



Per terminare con qualche esempio, sono facili (LI, LXXXVIII, 
LXXXVII) a stabilirsi i valori 



/ • =logW~log(0, 



x. 



a ,x 
a— 



/dx 1 /• a ir # *T * 
0 o 1+ 7 

f x m dx = f **** T — 1 

XCII. L'integrale di una espressione differenziale f(x)dx, preso 
fra due limiti determinati, può esprimersi ancora per la somma di 
tutti i valori che riceve la medesima espressione differenziale, al- 
lorché la variabile x va crescendo per gradi infinitesimi daltuno 
aW altro limite. L'intervallo x m — x 9 si concepisca diviso nelle par- 
ti a?, — a;,, x t — x t ,x t — a?„ . . , x M — infinite di numero e di 
valore infinitesime ed uguali fra di loro, sicché abbiasi 

x t — x t = x % — x i = x t — x t =. . . = x m — £ w _, = dx. 

Poiché, sia per le cose dette nei numeri (XLIV e LXII), sia per la 
forinola di Taylor [(31), LXIX] nella quale vengano prima trascu- 
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rate le quantità infinitesime di ordine supcriore al primo, sussiste 
generalmente 



¥(x-hdx) — F (a;) = F'(sc) dx = f\x) dx ; 



perciò avranno luogo insieme le equazioni 

¥(x 0 -4- dx) — ¥(x t ) = f[x 0 ) dx, ¥(x t ~h dx) — ¥(x t ) = fa) dx, 



¥(x t -Ux)-¥(x t )=/[x t ) dx,.., ¥(x m _ t +dx)-¥(x M ^)=/{x m - l )dx; 



Ora la somma dei primi membri si riduce ad ¥(x m ) — F(ac # ) = 



f{x) dx ~ f[x 9 ) dx -+- f{x t ) dx -H /fa) dx -4- . . . /fa,-,) dx 



= /fa) dx-h /fa 4- dx)dx^-f[x 0 -^ < 3idx)dx-h ... -hf(x n —dx)dx , 

che è appunto la proposizione cui abbiamo tolto a # dimostrare. 

Nella dimostrazione da noi usala, la funzione fi) si suppone che 
sia continua; cioè di tal natura cbe, come abbiamo detto altrove, da 
« # ada? m rimanga reale e finita, e vada cambiandosi per gradi infi- 
nitesimi insieme colla variabile indipendente x. 

Ancora notiamo una conseguenza, la quale discende dal teorema 
or dimostrato; ed è che l' integrale di una funzione differenziale di 
due variabili, già preso o indicalo relativamente p. es. ad x, si dif- 
ferenzia rispetto alla altra variabile y, con trasportare il segno della 
differenziazione sotto il segno d'integrazione. Infatti abbiamo 

d y \A x o4) dx+f[x v y) dx-h.. .+f{x„,y) dx] 
e quindi applicando il teorema superiore, troviamo 



o ciò che torna lo stesso, 

Ffa)-Ffa)=/fa) dx, Ffa)-Ffa)=/fa) dx, 
F(aO-Ffa)=/fa) dx^Ffà-Vix^forùdx. 
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fa y)dx =j f'fa y) dx dy = J d v f{x, y) dx . 

Nell'integrale del primo membro la quantità y si considera prima 
come costante, e la funzione f si suppone continua nell* intervallo 
compreso dai limiti x 0 ed x m \ quando poi la quantità y si risguarda 
come variabile, e si vuole differenziare V integrale rispetto ad essa, 
i limiti costanti x 0 ed x m della integrazione sono indipendenti dalla 
medesima variabile y : dunque per ottenere il differenziale di una 
espressione integrale rispetto a una quantità considerata come co- 
stante nella integrazione, si potrà differenziare sotto il segno J\ 
purché i limiti dell' integrale sieno indipendenti dalla detta quanti- 
tà, e la funzione accolta sofia il segno d integrazione sia continua 
e perciò non divenga infinita per alcun valore della variabile, com- 
preso nei limiti medesimi. 

XCI1I .Differenziale dell'arco di una curva plana, e 
ma espressione integrale. Venendo ora ad alcune applicazio- 
ni del calcolo int°grale, denotiamo con o un arco della curva piana 
CC (flg. 33.»), riferito agli assi ortogonali OX ed OY, e computato 
da un punto fisso A che ha per coordinale a? 0 ed i/ 0 , sino a un 
punto mobile M, ossia (x, y): sia inoltre dx=\LK r l'incremento in- 
nitcsimo della ascissa x = OK, e si conduca l'ordinala K'M' pel pun- 
to K', e pel punto M la lineetta MD parallela all'asse delle ascisse ; 
saranno MM' = da % DM' =dy gì' incrementi infinitesimi, o i diffe- 
ferenziali dell'arco AM, e della ordinala y = MK. Ora l'elemen- 
to dz della curva può riguardarsi come una linea retta, e il triango- 
lo MM'D come rettilineo e rettangolo in D; perciò rappresentando 
la curva CC colla equazione y=/{x), avremo (LXII) 

<fc=v/<fe'-i-rfy' = \J 1-h |£ dx = dx 

che è il differenziale corcato dall'arco 

E perciocché l'arco u incomincia dal valore particolare x 0l e pro- 
gredisce per modo di continuità sino a un punto che ha per ascissa 
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un valore qualunque x\ la foimola che risulla dal fare l'integrazio- 
ne Ira i limili x 0 ed x, cioè la forinola 



ci darà l'espressione integrale del medesimo arco, e servirà alla ret- 
tificazione delle curve piane. 

Si domandi per es. l'arco cicloidale s = AM(fig. 34.*) contato 
dal vertice A dove è posta l'origine delle coordinate, sino a un 
punto (x, yi: l'equazione della cicloide (XXXI), differenziata che 
sia, diviene (LUI, XLV1I) 



c—x JìvZcx — x* v tex — X* * x 






ovvero 




epperò l'arco cicloidale AM sarà espresso con 




0 



o 




0 
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Ma la quantità \J tcx non è che l'espressione della corda AC: dun- 
que un arco di cicloide, computato dal vel lico della curva, è dop- 
pio della corda che gli risponde nel circolo generatore; conseguen- 
temente la seraieicloidc equivale a due diametri, e l' intera cicloide 
a quattro diametri dello stesso circolo generatore. 

Si cerchi ancora la espressione dell'arco c.di una parabola y* — 
2px, computato dal vertice fino a un punto (x, y) : essendo dy 

==^|=s , e = ^ , si avrà l'espressione integrale 



O 0 

Ora se noi facciamo^/ 1 |j= s , che ci dà il valore x = 

Gai numeri XC e LI risulta V integrale indetìnilo e in- 
completo 

=-{/(ra-i#r) 

dunque sostituendo nuovamente il valore s ed avvertendo che in 
qualunque sistema il logaritmo della unità e nullo, otterremo 

r /- — j .. I ^^-' It 
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XCIV. Differenziale di un'urea curvilinea, ed egprea» 

«ione integrale della medesima. Mantenute le denominaziani 
del numero precedente e le coordinale rettangolari, si chiami a 
l'area ABKM (fig. 33.") terminata da un arco c della curva piana 
CC, dalle ordinate estreme y 0 ed y , e dalla differenza {x— x 9 ) del- 
le ascisse corrispondenti, presa sopra l'asse OX: sarà da— MKK'M' 
l'incremento infinitesimo, che riceve l' arca a per la variazione dx 
attribuita alla ascissa. Ora siccome 1' areola MKK'M' può aversi in 
conto di un trapezio, le cui basì parallele sono MK = y ed M'K' 
=y-t-dy 9 e l'altera è KK'=àx; così la medesima si esprime- 
rà con 



quando si trascuri dy in confronto della quantità y. Presi quindi gli 
integrali da x 9 ad x y che sono i limiti ond e compresa l'area, verrà 



ed è questa la formola per la quadratura delle superfìcie piane. 

Rechiamo due esempii: 1.° Nella ellisse riferita all'asse trasver- 
so 2a e all'asse coniugalo 26, abbiamo già trovato (XIV) il valore 



ì 



dx—y dx , 




,•=£(«•-»•); 



onde la quarta parte dell'area cllitica, si avrà (XC) dalla formola 




o 



0 




| =-£tzab , 
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e sarà [XIV, (9)] tutu l'area \ = r.ab = r.aW\ —e\ — 2/ Nel- 
la cicloide rappresentala (XXXI) dalle due equazioni 

x = c (1 — cos w), t/ = c((.) -+- sen w) 

raccogliamo 

ydx = c , t» sen a) rfw e* sen* wrfw 

« j , / 1 — cos 2(.> \ , 
ss c w sen u aw -h c I ^ jrfw ; 

epperò l'espressione della semiarea cicloidale sarà (LXXXVL XC) 



ss j C ydx 



a 



= c' y w seno) dù>-+- ^ — X /" cos ^ w ^ w 



= c* £sen w — w cos w H- m -— -j-sen 2u 



L i rf 



e ne conchiudiamo che tutta l'area della cicloide è tripla del suo 
circolo generatore. 

Se gli assi fanno Ira loro un angolo qualunque 0 (fig. 33. a ), o 
l'area AEHM = % è terminata dalle coordinate oblique AE ed MH 
= y ; V incremento infinitesimo llHH'M'=<fc, che riceve l'area 
curvilinea per la variazione dell'ascissa x = OH, e che omesso il 
triangolo M>1'D infinitesimo di secondo ordine può risguardarsi co- 
me un parallelogrammo di altezza MK e di base UH', avrà per 
valore. 

da=MK.HH f ==yseiieA?: 

quindi la Corniola più generale per la quadratura delle superficie 
piane sarà 

. a = sen 0 J X y dx . 
». 
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Se poi l'arca a fosse compresa tra due ordinate e tra due archi presi 
nelle curve CC, C/C; allora designando con y ed y' le ordinate che 
nelle due curve corrispondono a una medesima ascissa a, avremo 
manifestamente per il differenziale dell'area curvilinea l'espressione 
(y ~~ ti') seno dx, ovvero (y — ;/) dx , e per la quadratura dell'area 
stessa le forinole 

/x rx 
(y - tf) dx , a = I (y -\f) dx : 

* t <*, 

la prima di queste forinole si adopera, quando gli assi sono indi-' 
nati tra loro sotto un «angolo 0; la seconda vale, quando gli assi so- 
no rettangolari. , 

XCV. Dlflerenaslale di un settore curvilineo , e una 
e«preKMione integrale. Collocato il polo nella origine 0 (fìg. 
36. *) delle coordinate rettangolari, e preso OX per asso polare; sie- 
no x 0 = OB ed y 0 — AB, ? 0 = OA ed «,> a = VOX !e coordinate ret- 
tilinee o polari di un punto slabile A della curva piana CC; di 
, più jt = OK ed y = >IK, s — OM ed w — MOX sieno le coordina- 
te consimili del punto mobile M , sicché il settore curvilineo a' 
— AOM cresca col diminuirsi dell'angolo u>: sarà 

«' == AOB ABKM — MOK — ^ +« -3 ; 
e per conseguenza (LIX, XCIV, LVI1) avremo 
. U=i*-df = 9 dx- y<> x Hi'-'ds . 

Se poi a ed w crescono insieme, allora attese le variazioni retro- 
grade delle due coordinate x ed y , fa d'uopo mutare i segni ai loro 
differenziali dx e dy ; epperò sussisterà la formula differenziale 

(u) d*>=+ xd n-y dx 

col segno positivo o negativo, secondochè si ammetto la seconda 
ipotesi ovvero la prima. 

Voi I. 9 
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Volendo ora esprimere il differenziale del medesimo settore colle 
coordinale polari, scriviamo le formole ben noie 

#=pcosw, y = psenw; 

e da queste per mezzo della differenziazione ricaviamo le altre 

dx = cos w dp — p sen w du> , dij — scn u d? -+- p cos o> </w : 

moltiplicala la pi ima di queste quattro equazioni per la quarta e la 
seconda per la terza, e sottratti quindi i due prodotti l'uno dall'al- 
tro, risulta il valore 

onde l'equazione (44) addiviene 

(45) da' = + -1 p' tfu> . 

Quindi si stabilisce per le quadrature l'altra formola integrale 

i f x i r iù 

I (xdy — ydx)=± / p' dio . 

Considerando p. es. un circolo ebe abbia il raggio r e il polo nel 
ceulro, troveremo facilmente la sua arca con applicarvi la formola 
stabilita; cioè troveremo 

o 

come era già nolo dalla geometria. 

XCVl. «iflercnziulc cil espressione Integrale dell» 
superficie e del «olitine di un solido di rivoluzione. 

Rimettendo ai numeri 123, 126 e 127 della Meccanica le for- 
mole ebe servono alla quadratura di una superficie curva qua- 
lunque e alla cubatura di un solido qualsiasi, cerebiamo in que- 
sto luogo le forinole che appartengono alle superficie e ai volu- 
mi dei solidi di rivoluzione. Nel piano XOY (fig. 33 n ), deter- 
minalo dagli assi rettangola! i OX ed OY, sia una curva CC : pre- 
so in questa un arco AM =<? dal punto (x 0 , y 9 ) a un punto qua- 
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lunque (x, y), si consideri l'arca AMKB = a terminata dal medesi- 
mo arco, dalle ordinate dei suoi punti estremi e dalla differenza 
delle ascisse corrispondenti, contata sopra OX. Se noi immagi- 
niamo che l'arco ? e l'area a si rivolgano e facciano un giro comple- 
to intorno all'asse OX, che è quello delle ascisse e trovasi situato 
nel loro piano; è chiaro ehe dalla rispettiva rotazione dell'arco e 
dell'area verrà generata una superficie curva S e un volume V, e 
che gli incrementi infinitesimi rfS edV della superficie e del volu- 
me saranno prodotti rispettivamente dalla rotazione dell'incremento 
dell'arco e dell'area piana, cioè dalla rotazione degli incrementi in- 
finitesimi MM' = rfc ed MKK'M' — d%, che ricevono l'arco se 
l'area a per l'incremento KK'= dx attribuito alla variabile x. Ora 
l'incremento infinitesimo ds si può risguardare come una linea retta, 
e colla sua rotazione intorno all'asse OX genera la supcificie late- 
rale di un tronco di cono rollo, la quale come si sa dalla geome- 
tria ha per misura il prodotto £[2- y -\- %r.{y -\-dy)] — 
V incremento poi dx si può uguagliare al rettangolo MKK' D , 
e Colla sua rivoluzione intorno al predetto asse owero intorno al 
laloKK', produce un cilindro retto che si misura col prodotto 

« MK"- KK'— -y\lx: avremo dunque le due espressioni (XC111) 
rfS = l-yd* = 2-y \J 1 + j|i dx y d\ = r.y'dx ; 

le quali ci rappresentano i differenziali di una superficie e di un vo- 
lume di rotazione, cioè della superficie e del volume generati dalla 
rivoluzione di un arco e di un'area piana intorno a un asse situato 
nel loro piano. Se l'area generatrice a fosse compresa tra le ordina- 
te AB ed MK, e gli archi coi rispondenti delle due curve CC, C'C; 
il diflerenziale del volume generato dalla rholuzionc dell'area sareb- 
be evidentemente d\ T =-{y x — y rt ) dx, designando y ed le or- 
dinale delle due curve che corrispondono a una medesima ascis- 
sa x. — Nelle espressioni differenziali che abbiamo trovalo, si pren- 
dano adesso gl'integrali da x 0 fino ad x: risulterà la forinola 
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X. 



che vale per la quadratura delle superficie di livoluzione; e per la 
cubatura dei solidi di livoluzione si avrà la forinola 

rx f*X 
y* ilx , ovvero V = ic / (y* — tf* )dx . 

X. X, 

Si voglia trovare 1.° la superficie di una zona sferica, cioè la su- 
perficie di una zona generata da un arco circolare che si rivolge in- 
torno a un suo diametro tr. Proso questo diametro per asse delle 
ascisse, e posta l'origine delle coordinate rettangolari nel principio 
dello stesso diametro, sarày'=s2ra5 — x* l'equazione della circon- 
ferenza o dell'alce generatore (VI): se ne dedurrà la espressione 

differenziale ^ — r ~~ X , e quindi 

. ih' . r'-2i\r-i-a;' r'— Uri — x') + «* r* 

la quale sostituita nella prima formola integrale, ci dà la superficie 
della zona proposta 

rx 
rdx=%xr(x — x 0 ) . 

In questa espressione le quantità jt 0 ed x sono le ascisse dei pun- 
ti estremi dell'arco generatore; e perciò la differenza (x — x 0 ) rap- 
presenta la retta che unisce i centri delle sezioni circolari, tra le 
quali è compresa la medesima zona, cioè rappresenta la sua altez- 
za: onde la superficie di una zona sferica equivale alla circonferen- 
za di un circolo massimo, moltiplicata per la sua altezza. Se l'arco 
generatore fosse tutta la semicirconferenza, sarebbe x 9 = 0 ed x = 
2r; e così risulterebbe la superficie di tutta la sfera, espressa 
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■ 

col noto prodotto 4-r', cioè uguale al quadruplo dell'arca di un 
circolo massimo. 

Si voglia determinare 2.° il volume di un'ellissoide di rivoluzio- 
ne, cioè il volume del solido generalo dalla rotazione della mela di 
un'area ellittica intorno all'asse per es. trasverso 2a. L'equazione 

della ellisse, riferita ai proprii assi (XIV), è if — ^ (a* — x') ; 

quindi siccome l'area generatrice si trova compresa tra i limili — a 
e + fl, così la seconda formola integrale, stabilita da principio in 
questo numero, ci porgerà nel presente caso l'espressione del volu- 
me cercalo 

v=j£ f+ a {a > _ = --§.„■)= • 

—a * 

Per ottenere poi il volume dell'ellissoide generata dalla rotazione 
della metà dell'area ellittica intorno all'asse coniugalo 2/;, baslcrà 
cangiare a in 6, e b in a nella espressione ora trovala: si avrà così 

il volume di questa altra ellissoide = ed e maggiore del 

primo volume: se fosse b~ a, 1 ellissoide in ambulile i ca.si si ri- 
durrebbe a una sfera di raggio a, e il volume di questa risullereb- 

bc uguale alla espressione ben nola-g r. a*. 

Si domandi 3.° il volume del toro, cioè del solido prodotto dalla 
rivoluzione di un circolo (lig. 4. a j intorno a un asse esterno OX, si- 
tualo uel suo piano. Preso OX per asse delle aseisse, chiamale a 
e £ le coordinate del centro, e dello r il raggio del circolo, l'equa- 
zione (a?— a)' ~h (y — £)* = r* della eireonierenza di questo (VI), ci 
somministra per un' ordinala y ehe corrisponde a una ascissa 

x = Oli, i due valori y = £ :±: vV — [x — a/: il primo di que- 
sti valori appartiene al punto M più lontano, e il secondo al punto 
M' più vicino all'asse di rotazione ; cioè il primo sarà proprio della 
ordinata MH, e il secondo della ordinala M'H. Per la qual cosa la 
seconda espressione dei volumi, che nel caso nostro è 
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e deve estendersi tra i limiti a — r eda-f-r, ci darà (XC) per il 
volume del toro il valore 



Facciamo in fine qualche applicazione del calcolo infinitesimale 
ai circoli osculatori e alle evolute delle curve piane. 

XCVll. Curvatura circolare, circolo o«culatore e ras- 
alo di curvatura In una curva plana. Rappresentiamo con r 
il raggio di un cerchio, che tocchi la retta Tt in un punto dato. Se si 
fa crescere o scemare indefinitamente il raggio r, egli è chiaro che 
la periferia del circolo presso il punto di contatto si accosterà con- 
tinuamente alla retta tangente, o si discostcrà sempre più dalla me- 
desima; ma un più grande accesso, o recesso della periferia circo- 
lare d illi retta tangente presso il punto di contatto, importa seco 
una minore o maggiore curvatura dello stesso circolo: dunque la 
curvatura di un circolo segue la ragione inversa del suo raggio, os- 

sia varia direttamente come il rapporto — ; il qual rapporto può 

quindi assumersi per misura della stessa curvatura, che per una 
circonferenza di circolo è costante ed uniforme in ogni punto. 

Quanto alle altre curve, in cui nei diversi punti generalmente è 
pur diversa la curvatura, suole questa misurarsi per mezzo dei cir- 
coli osculatori o dei loro raggi. Circolo osculatore presso un pun- 
to M di una curva data CC (tìg. 37.»), diecsi il circolo 00' che in 




a— r 



= 4x& / VV — (X — «)"rf(jf— a) = 



a— r 
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quel medesimo punto ha comuni colla curva i due lati iufinitamento 
piccoli MA ed AM', ovvero l'arco iufinitcsimo MAM': se i due lati 
MA ed AM' si suppongano uguali, e dai loro punti di mezzo s' in- 
nalzino nel piano della curva i perpendicoli mD ed m'D ; il punto D 
dove questi s' incontrano, sarà il centro, e la lunghezza MD — r il 
raggio del circolo osculatore o di curvatura della curva piana CC nel 
punto M. È poi manifesto che la direzione del raggio di curvatura 
in un dato punto si confonde colla direzione della normale corri- 
spondente. 

Ora a fine di determinare il raggio r, e di misurare conseguen- 
temente col rapporto— la curvatura sia del circolo osculatore, sia 

della curva y=>ftx) in un punto qualunque M, ovvero (x, y); in- 
dichiamo con (tx), (t'x) gli angoli che fanno i due lati o le tangenti 
TMf , T'MY collasso delle ascisse TX; con (tt') l'angolo compreso 
dalle medesime tangenti , e con di V elemento infinitesimo della 
curva MA = M'A = mAm' : dal quadrilatero mDm'A si ricava 

wDm'= 180 9 - mAro' = («') ; 

sono dunque simili tra loro l'arco di di raggio r, e l' angolo (//') o 
l'arco corrispondente di raggio — 1 . Ha quindi luogo la proporzio- 
ne geometrica (tt); da = 1 : r, e da essa si deduce il valore 

& 

r -(«') * 

Ma è l' angolo («') = (te) - (t'x) = — [{fx) — (tx)] = — à{tx) ; 
dunque sarà pure 

J da 
r ~~~~ d(tx) ' 

JL 

In fìhe dal numero (XCIH) abbiamo di — [1 -t-/" e dal 

numero (LXXIV) ricavandosi (te) = aiT[tang = abbiamo au- 
ffa) dx 

cora colla differenziazione d[tx) = ^^_j ri ^, : dunque l'espressione 

del raggio r si riduce alla forma 

* •«■•»». »■» 

■ 
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ri+n*)i v 

che si applica agevolmente alle diverse curve. 
A cagion d'esempio nella parabola rappresentata dalla eqaazione y 

s= f[x) = , per mezzo di due derivazioni si ottengono le due 
funzioni 

onde la rormola generale ci darà per la parabola ordinaria il rag- 
gio di curvatura 

r _ ( 1+ f ) _ (g' + p') 4 . (ipt+P')* . 

£_ ~ v' ~ p' 
t 

Or nella parabola la quantità (2p«-f- p*)' , come è detto nel nu- 
mero LXXV, esprime la normale che corrisponde al punto (j*, y); 
dunque nella medesima curva il raggio di curvatura in un punto 
qualunque è sempre uguale al cubo della corrispondente normale, 
diviso pel quadrato del semiparametro. Del rimanente vede ognu- 
no che il raggio di curvatura nel vertice della parabola dove è 
£ = 0, si riduce a p, ossia alla metà del parametro; e che crescen- 
do quinci indefinitamente il medesimo raggio col crescere dell'a- 
scissa x, la curvatura della parabola dovrà sempre più diminuire 
dal vertice in poi. 

XCVIll. evolute delie nino piane. Immaginiamo che un 
filo inestensibile sia avvolto intorno alla curva piana BDC (fìg. 38. a ), 
e la ricuopra totalmente terminando alle sue estremità. Se svolgia- 
mo questo filo in modo, che la parte libera MD rimanga sempre 
distesa e sia tangente alla curva nei successivi punti D, è chiaro 
che l'estremità del filo svolto descriverà uel piano della curva data 
una seconda curva BMB'.descrh crebbe poila curva ALA', ove il filo 
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terminasse non in B, ma in un allro punlo A, e la sua parte AB al 
principiare dello svolgimento fosse tangente alla curva BDC nel 
punto B. La curva BDC che col suo svolgimento genera una secon- 
da curva, dieesi evoluta; la curva BMB', ovvero ALA' che è gene- 
rala dallo sviluppo della prima, si chiama evolvente. 

Mentre l'estremità del filo d.i un punlo qualunque M od L, passa 
nel punto infinitamente vicino M' od L\ la parte già sviluppata MD 
ovvero LD varierà solo di una quantità infinitesima ; eppci ò l' ele- 
mento MM' ovvero LL' potrà riguardarsi come confuso col circolo 
osculatore, ossia con un arco circolare che abbia il centro in D, e 
la parte svolta MD ovvero LD per raggio: di che si conchiude che 
i centri dei circoli osculatori di una data curva si ritrovano tutti 
nella sua evoluta, e che i raggi di curvatura sono alhettante tan- 
genti alla medesima evoluta o linea dei centri, ed uguagliano gli 
archi corrispondenti di questa linea, ovvero ne differiscono per una 
quantità costante. 

Potremmo ora statuire le forinole generali che servono alla de- 
terminazione della evoluta di una data curva: ma per lo scopo che 
abbiamo di mira nella presente Introduzione, ci basterà conside- 
rare in particolare ì due esempli che seguono. 

XCIX. Involuti» dell» |>Mral»olM «Il acromi© ordine. Nella 
parabola ordinaria o di secondo ordine y' — =2;>x, il raggio di curva- 
tura Che segue costantemente la direzione della normale, rispetto al 
vertice A (fig. 39 a ) abbiamo già veduto (XCVII)non essere altro che 
p= AB; é quanto a un altro punlo qualunque L, ov vero y), esso 

(%m -4- iffi 

si esprime con » =LD:onde l'evolula della parabola 

piglia le mosse dal punto B dell' asse AX, e passa pel punto D che 
è il centro di curvatura corrispondente a quel punlo della parabola, 
il quale è determinato dalle coordinale £ = AH ed y = L1I. 
Ora per trovare l' equazione della medesima evoluta, sieno x t 
BH, ed y l = DH, le coordinate ortogonali di un suo punto D 
relativamente alla origine B: si conduca dal punto D la retta DD t , 
la quale sia parallela all' asse BX ed incontri la direzione LH in 
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D,: da ultimo sia N il punto in cui il raggio LD sega l'asse AX, co- 

sicché abbiasi (LXXV. 1.°) la normale LN = (2 px -+- p*)* , e la 
sunnormale HN =p. I triangoli HLN, DLD, ci porgeranno le duo 
proporzioni 

LN: LD = NH: DD, , LN: LD = LH : LD, 

cioè 

(2p ^ p .)T : (i^%, H e if 

» 

(ìpx + p') + : flPyP'J ' = {Ipxf: LD, . 
Da queste si ricavano i \alori 

HH, = 2z-f-p, Lb^s/ipx-h — ; 

P 

e per conseguenza anche i valori 

x t = BH, = HE, - HB = HH, -H AH — AB = 3x, 

y, = DH, = LD, - LH = j Vtyi : 

eliminata l'ascissa x, nascerà l'equazione 

* 8 , 

che appartiene alla evoluta della parabola di secondo ordine. Sif- 
fatta evoluta è una parabola del terzo ordine o cubica CBC, e sì 
compone di due rami uguali ed infiniti, i quali procedono versò la 
parte positiva X al di sopra e al di sotto dell'asse BX, ed a questo 
asse volgono ambidue la loro convessità. 

C Evoluta tirila elcioldc. Contate le coordinate dal vertice, 
ossia dall'estremità dell'asse AA'=2c (fig. 40.»); l'equazione diffe- 
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dy 

renziale della cicloide come si ha dal numero (XC11I), è questa ^ 



=v /f*-» 



. Computiamo ora le coordinate dal principio della 

base BB' == 2-c, e prendiamo le ascisse sopra la base medesima : 
poste BK'~x', MK' = t/ che sono le nuove coordinate del pun- 
to M, avremo y = MK — -e — a? ed j = AK = 2c — y f ; onde 
l'equazione superiore della cicloide sarà trasformata nell'altra 



Facendo uso di questa nuova equazione, nella cicloide ritroviamo 
prima il valore 

e dipoi colla diflerenziaziouc anche il valore ìf'(af) f"{rf) 

^-y 7 • d^~— 7^^' ossia 

Di che nella medesima cicloide sarà (LXX1V) la normale 

n = MN = y V 1 -H f'\x') = \/W ; 
e il raggio di curvatura (XCV1I) sarà parimente 

cioè doppio della normale corrispondente. 

Le quali cose rimanendo ferme, poiché fl raggio di curvatura ri- 
sulta = 0 nella origine B, e diviene uguale a 4c nel vcrtico A ; 
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perciò se nella direzione dell' asse si prenda A'A, == 2c = AA', 
l'evoluta della semicicloide BMA sarà la curva "BDA, che ha le 
estremità in B ed A,, e che passa pel punlo D, ossia pel centro di 
curvatura rispetto al ponto (x\ y') della slessa cicloide. A delermi- 
uare la natura di cosiffatta evoluta, poniamo l'arco BD = a ; e prese 
le ascisse sopra la retta BX, perpendicolare alla base della cicloide 
data, chiamiamo x t = BK, = DD, ed y, — DK, le coordinate or- 
togonali del punlo D : essendo per le cose delte il raggio MD dop- 
pio della normale MN, saranno uguali fra loro i triangoli MNK' e 
DND, che ci daranno per questo y! = MK' = DD, = <r, ; onde 
l'arco BD che deve essere uguale al raggio di curvatura" MD, verrà 
espresso dalla formula 

Ora cutesla espressione appartiene (XClll) a un arco cicloidale, che 
abbia per asse la retta BB, = le = AA' ; dunque l'evoluta della 
semicicloide BMA è un altra semieicloidc BDA, inversa ed uguale, 
cioè prodotta da imo slesso circolo di raggio c : similmente l'altra 
metà B'A della cicloide data avrà per sua curva evoluta la semiei- 
cloidc uguale B'A, . 

CI. liile^raaslonc per «cric. Quando un differenziale f[x) dx 
non può integrarsi accuratamente, conviene allora ricorrere alla in- 
tegrazione per mezzo di una serie, aline di ottenere con quella appros- 
simazione che si vuole il valore dell'integrale cercalo. Pertanto sieno 
X,, X, , X 3 , . . . altrettante funzioni della quantità variabile*; e po- 
niamo che la stessa funzione f i) dal valore x = x t al v alore x = x m 
possa svilupparsi in una serie convergente X, -+- X, -+- X,-r-.. M 
cioè (LXIj in una serie i cui termini quanlo al valore numerico al- 
meno da un cerio punlo diminuiscano per modo, che ingrandito in- 
detinilamenle il loro numero, la somma di tulli si accosti sempre 
più ad un limite fisso e determinato che sarà la data funzione f{x) : 
in questa ipolesi avremo (LXXXVI) 

J l{x)dx =^ J X.rfx-h J \dx-h J \ t dx+ ... ; 

X * X 9 
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ed una tal serie sarà anche convergente insieme colla serie, in cui 
si è sviluppata la funzione f(x). Perchè se nella serie X„ X,, X,... 
si ammettala convergenza tra i detti limiti, la somma di lutti i suoi 
termini dopo il termine ennesimo, ossia il residuo r„ tenderà verso 
lo zero, quando cresca indefinitamente il numero n; preso dunque 
n abbastanza grande, e indicata con <•> una quantità comunque pic- 
cola, si potrà suppon e r n < <•> : quindi il residuo delia serie, nella 



quale si è svolto l' integrale di f(x) dx, cioè il residuo 



/ \ dx . 



.x 

» m 



w dx— ìù [x m — x 0 )t e tendendo co- 

sì insieme con o> e con questa ultima espressione verso lo zero, sa- 
rà necessariamente convergente (LXIV) anche la seconda serie. 

Poniamo inoltre che sussistano X, = A, X, =&r, X, — Cx*,...; 
la formula scritta di sopra diverrà (XCI) 



. .A* 



)dx 



0 



conseguentemente fatta x 0 = 0, e adoperata x invece della x m , ot- 
terremo 

x 11 

J f[x)dx=^kx-\--^^x x ^r ^-(V-f ... ; 



la qual serie ci condurrà tanto più dappresso al vero valoro 
r x 

È fix)dx, quanto più termini si computeranno nella somma. 
o 
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GII. Del modo predetto d'integrare possiamo anche valerci, per 
isvolgerc in serie quelle funzioni che si esprimono con integrali de- 
finiti. Sicno per es. proposte a svolgere in serie le tre funzioni 
log(l -4- are sen 0, are tang x: abbiamo 1 .' dai numeri LI eXCI la 

/dx 
yq— j, ; ma supposto x < 1 in valore 

o 

assoluto, ed eseguita la divisione, risulta la serie convergente 

5^=1--* + *'-** + . ..; 

dunque sotto la medesima condizione del valore x, sarà 

r x 

log(l -h x) — J (ì—x -f x % —x* + ...)dx 

0 

x* , x* x" 
— x | j- 4- ... . 

/ x dx 
f i ma giusta la 
Vi — x 

o 

formola di Newton esiste 

che è una serie convergente per i valori della x compresi tra i li- 
miti — 1 c 1 ; sarà dunque 



are 



f x (. 1 , 1.3 k 1.35 , \. 



1_ £5^ 1.3 £_ 1.3.5 
— x+ 2 3 + 2.4 5 2.4.0 7 

Con questa serie si può trovare prossimamente il valore della se- 
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\ 

miperiferia circolare : imperocché posto a il primo membro 

2 

dell'ultima equazione esprime un arco = -^, e sarà quiudi 

x ~ [T + 2lF + 2.4.0.2* 2.4.6.7.2' + j 

= 3 , 1415926 ... . 

3.° Abbiamo pure are tauga; = J [ +g * ,! =|+ J àT+I* 
ora per mezzo della divisiono si otteugono le serie 



1 -f-x 



le quali sono convergenti, l'una nella supposizione del valore x < 1, 
e l'altra nella ipotesi del valore x > 1 : adunque noli ' uno o nell'al- 
tro caso varrà la prima o la seconda delle forinole seguenti 



are tang 



._r<w^-~...* 



ac 7 

are tang ip=-| + ^ J, _ ...^ 



ì 1 ì 

~~2 a" 1 " 3x» oj; 5 
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La prima forinola ci darà gli archi positivi da 0' sino a-y , la 
comla gli archi compresi tra i limiti ^- e . 

CHI Integrali sin rrssUi o di varll ordini. Data l'espiCS- 

sione differenziale d n \j = X dx n , dove la lettera X rappresenta una 
funzione di x continua fra due limiti determinati, si cerchi V inte- 
tegrale ennesimo della medesima espressione, ossia quella funzione 
y che differenziala n volte di seguito ci dà per risultato la quantità 
X dx n . Come dal differenziale di primo ordine di una funzione della 
variabile indipendente x si passa ai differenziali di secondo, di 
terzo,..., di ennesimo ordine, supponendo costanti le potenze ascen- 
denti dx, dx\..., dx*- x ; cosi per converso nel fare successivamente 

gl'integrali primo, secondo,..., n — ì' tmo della espressione diffe- 
renziale X dx\s\ dovranno considerare come costanti le potenze 
discendenti dx*~\ dx n ~\ dx : quindi la data forinola, divisa 

per di*- 1 , si potrà scrivere d {JfizJCj = X dx. Ora se noi pren- 
diamo prima l' integrale di questa forinola, poi l' integrale della 
nuova forinola moltiplicata per dx, e ripetiamo le stesse operazio- 
ni sopra tutte le formole che provengono per tal modo le une dalle 
altre , otterremo evidentemente le successive espressioni integrali 

& = / x ,ìx • 33 = f dx / x dx - 



jpdf = fdx fdx f X dx , 

&=fdxfdx...fxdx, 

y j\dx J dx ... J Xdx; 

e nell'ultima formola essendo ty l' integrale ripetuto n volte della 
espressione differenziale d n y , ovvero X dx* , varrà identicamente 
l'uguaglianza 
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(46) f f f...fxdx n = fdx fdx. fdx...f\dx. 

Da questa uguaglianza si scorge, ciò che d' altronde è chiaro per 
sè stesso, che per integrare n volte di seguito l'espressione diffe- 
renziale X dx n di ordine ennesimo, e ottenere la funzione primitiva 
y, si può usare il metodo seguente: Si cerchi primieramente ( inte- 
grale di X dx ; questo integrale si moltiplichi poi per dx, e s'integri 
la funzione differenziale che ne risulta; si moltiplichi pure per dx 
il secondo integrale, e si eseguisca una nuova integrazione ; e così 
si proceda innanzi di mano in mano, fino a compiere un numero 
d d'integrazioni ; l' ultimo risultato ci darà la funzione y, e sarà 
l'integrale di ordine ennesimo della espressione proposta X dx H ; in- 
tegrale che è indefinito ma sarà completo, quando per ogni inte- 
grazione si aggiunga alle funzioni che ne risultano una quantità 
costante arbitraria. 

Tutto ciò si riferisce all' ultima tra le formolo che abbiamo sta- 
bilite poc'anzi: dalle altre si ricavano le espulsioni d^y — 
dx H -\fXdx, d n -Uj=^dx n -\fdxJXdx = dx n ~\WX dx\ d n -'y^ 
dx^.f.ySX dx*,..., dy~dx,y>f...SX dx"-* ; e queste espressio- 
ni si appellano ordinatamente integrali indefiniti di primo ordine, 



di secondo ordine, di terzo,..., di ordine n — 1 rispetto al dif- 
ferenziale d n y, ovvero X (/.r n . Ma ritornando all' integrale di ordine 
ennesimo, per trovarne il valore indichiamo con X, , X, , X, ,...,X W 
un numero» di funzioni della variabile x , e con C, , C. t , C, ,...,C n 
altrettante quanlilà costanti ed arbitrarie : otterremo il valore del- 
l'integrale (46) di ordine ennesimo, esegueudo successivamente le 
seguenti integrazioni 



dx 



f Xd^X. + C,, fdx j Xdx= /'(X.-hCJ 

^X. + C.z-r-C,,^ dx f dx I Xdx = 

-= fiX. + ^x + Cjdx^X^ Ix' + C.i+C,, 
Voi. L 10 
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jdx jdx fdx j \dx = j (X.-4- ^- x* C, x 4- C.) dx 
e così dopo n integrazioni giungeremo alla forinola 

« 

j j f ...f Xdx» = Jdx Jdx j dx... j\dx 

C C 
= X * 2.3 ...(n-1) irn ~ ,_+ " 2.3 ... (n— 2) 

C " h- c^n-c,. 



2.3 ...(ti— 3) 



Sia proposta per es. l'espressione differenziale fdx*, e si doman- 
di la funzione Baita da cui essa deriva, ossia l' integrale generale di 
terzo ordine doli» medesima espressione. Giusta il metodo espo- 
sto , avremo SSSe x dx* = Mr.fdxSe x dx = SdxSdx(e x -t-C tì ) — 

J , ^(e x +C 1 J'4-r0^e ir -f-ic^-hC J j;H-C, . Se poi gl'integra- 

X * X 

li si dovessero prendere tra i limili 0 ed x, si avrebbo f f f e x dx* 



OOO 



XXX XX X 

= f dx f dx f e x dx— f dx f dx. ((f— 1) = f dx . (e* 



— x — 1) =i e x — y — £ — 1 • Notiamo- peraltro che questo 

metodo, quantunque sia il più semplice e naturale, nondimeno nelle 
successive integrazioni conduce talvolta a certi integrali, i cui va- 
lori non polendo aversi espressi in un numero finito di termini, 
non si ottengono clic con approssimazione per mezzo delle serie 
convergenti. 
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CIV. Consideriamo i» particolare gl'integrali di secondo e di ter- 
zo ordine, relativi a due e a tre variabili indipendenti tra loro. Rap- 
presenti F(x,y), o semplicemente F, una funzione di due variabili 
indipendenti x ed y: se questa funzione si differenzia successiva- 
mente due volte, prima rispetto ad x e poi rispello ad y, o vicever- 
sa; già sappiamo (LXXVUI) che si deve considerare come costan- 
te prima la quantità y e indi la quantità x, o viceversa, e che ri- 

salterà sempre lo stesso valore, per cs. ^-^dx dy~f[x,y)dx(iy, 

qualunque sia l'ordine che si tiene nelle due differenziazioni suc- 
cessive. Dunque per converso se dalla funziono differenziale di se- 
condo ordine f K x,y)dxdy voglianfo risalire alla funzione finita 
F (&,y) % ci bisognerà integrare successivamente due volle la me- 
desima funzione differenziale, prima rispetto ad y riscaldando x 
come costante, e poi rispetto ad x considerando come restante la y, 
o viceversa: queste due integrazioni costituiscono un integrale dop- 
pio della forinola f x,y) dxdy;c perchè cosiffatto integrate s»ù com- 
pleto, si dovranno aggiungere due costanti corrispondenti alle tiuo 
integra/ioni, ovvero due funzioni arbitrai ie, luna della solale l'al- 
tra della sola y. — Si faccia pertanto l'integrazione della data for- 
mula, prima rispetto ad y e poi rispello ad x; indicando con?(aB,jf) 
un'altra funzione delle due variabili indipendenti, avremo l'integra- 
le doppio 

SS f{x,y) dx dy = S dx S f x,y,dy = S dx. \ £93) + C] 

— V{x,y) 4- C#-r- C: 

e poiché nella prima integrazione la quantità C può essere una fun- 
zione arbitraria della x che si considera conio costante, e viceversa 
nella seconda integrazione, dove si risguarda come costante hi y, 
può essere una funzione arbitraria della y la quantità C; perciò fat- 
to Cx — S C dx ~ x (*)» c C= 4*CsO« s * avra generalmente 
SS f{x,y) dxdy^F (x,y } -hy{xj + .;(*,). 

Nelle espressioni superiori dell'integrale doppio non compari- 
riranno più e saranno detcrminate le due costanti C e C, 0 le due 
funzioni arbitrarie x(«) e tyfa), quando i due integrali si prendono 
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l'uno tra i limiti x 0 ed x, l'altro tra i limili y 0 ed y. Infatti essendo 
f f[ x <y) = K*»iO — si avrà evidentemente 

f f f{x,y)teày= f fay)dx— f ffayjdx 

». y. ». ». 

= F(«, y) - F(x. , J) - F(x, ,.) + F(«. . . 
Si cerchi per es. l'integrale doppio della espressione differenziale 
fi — «ji — |i j (lxdy y sotto la condizione che l'uno dei due in- 
tegrali si estenda da zero ad x, l'altro da zero ad y: eseguendo le 
integrazioni prima rispetto alla variabile y, e quindi rispetto alla a?, 
troveremo il valore 

x y 



o o 

X 



= f dxj (dy-~dy—j i y t dy) 



x 

=/(< 



3i« P'-'» 3«' 3*' • 



§e fosse proposto un differenziale scambievole di terzo ordine 
f(x,y,z ) dxdydz, e se ne volesse dedurre la funzione primitiva 
F(flJ,y,s) delle tre variabili indipendenti x,y,z, per la ragione addot- 
ta di sopra converrebbe integrare il dato differenziale tre volte di 
seguito, prima rispello a una delle quantità variabili, poi a un'altra, 
e in line alla terza. In questo integrale triplo l'ordine dell'integra- 
zioni successive è indifferente come nel primo caso, e si può co- 
minciare da qualunque delle tre variabili indipendenti : in ciascuna 
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integrazione si dorranno considerare come costanti le due variabi- 
li, alle quali non è riferita l'operazione integrale ; e di più per 
completare ogni volta l'integrale risultante, bisognerà aggiungervi 
una quantità costante che può essere una funzione arbitraria delle 
variabili considerale come costanti in quella operazione parziale: 
sicché rappresentando con z t (flc.z), yjy,z) tre funzioni to- 

talmente arbitrarie, la prima delle quantità sr ed i/, la seconda del- 
le quantità x e z, la terza delle quantità y e z, conseguiremo in fi- 
ne il valore dell'integrale triplo indefinito 

f J J f{x,y,z)dxdydz 

= F(x, y, s) -4- Xl 0r, y) + Xi {x, z) -4- x> (y, 2) . ' 

In questo valore, come in quello dell' integrale dóppio, non si pre- 
senteranno più le funzioni arbitrarie 0 rimarranno determinate, se 
gl'integrali relativi alle diverse quanlità variabili si estendono, 
I* uno da x 0 ad x, l'altro da y 0 ad y, e il terzo da - 0 sino a z. 

Notiamo in line rhe se nell'integrale doppio SS f(x, y) dx dy s 
variando x tra due limiti determinali x 0 ed x n , debba varia- 
re y Ira due limiti rappresentali dalle funzioni ? [x) e ?, (re) della 



/*•(*) 

prima quantità x, allora l'integrale / f{x<y) dy, presso rela- 



> Uvamenle ad y, sarà una funzione della sola re, e perciò l'integrale 

doppio ! ! f{x, y) dx dy - f dx f (0, y) dy ri- 

J ay ? (x) J rr 9 J f (x) 

Ballerà definito mediante i valori allribuili ai limili della variabile 
indipendente x. La slessa osservazione deve farsi in ordine all'in- 
tegrale triplo, recalo poc'anzi: se in questo variando x da x 0 sino 
ad rc m , debba vallare z tra i limili 6 (x, y) e y), e debba 
inoltre variare la y tra i limili ? (x) e f t (x), ò chiaro che l'e- 
spressione 
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r* m /■?.(*) Afa y) 

J J J f{x,y,z)dxdydz 

= J fcj rfyj f{x,y,z)dz ì 

dopo l avere noi eseguilo duo integrazioni successive prima rispet- 
to a s e poi rispetto ad y, conterrà la sola variabile indipendente x t 
e verrà definita per mezzo dei valori che prende questa ultima va- 
riabile nei suoi limili. Apporteremo qp alche esempio di queste in- 
tegrazioni nella Meccanica , specialmente in quel rapo dove si trat- 
terà del centro di gravità di una superficie curva e di un solido 
qualunque. 

CV. Integrazione delle equazioni differenziali di pri- 
mo ordine e di primo grado a due variabili. Equazioni 
differenziali a due variabili sono dette quelle, colle quali si espri- 
mono le relazioni tra una variabile indipendente, la sua funzione 
implicita, e i differenziali dell'una e dell'alila quantità: integrare 
coleste equazioni torna lo slesso che trovare le relazioni equiva- 
lenti tra la sola variabile a: e la sua funzione y, ossia trovare le 
equi /.ioni finito da cui dipendono le differenziali, e che a que- 
ste in qualunque modo soddisfanno. 17 ordine di una equazione 
differenziale corrisponde all'ordine sia del differenziale, sia della 
derivala della slessa funzione y: ma noi qui tratteremo solo delle 
equazioni differenziali di primo ordine; e tra queste equazioni con- 
sidereremo quelle che sono inoltre di primo grado, cioè tali in cui 
le quantità dx e dy non si trovino innalzate a una potenza superiore 
alla prima. 

Pertanto prendiamo ad integrare generalmente l'equazione dif- 
ferenziale di primo ordine e di primo grado a due variabili 

(47) y) dx + x'x, y) dy = o , 

dove ffl X sono due funzioni delle variabili x ed y. Se il primo 
membro della equazione proposta è tale che nasca solo dalla diffe- 
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rcnziazione di una certa funzione delle variabili x ed y, considerate 
come indipendenti tra loro, esso allora è pur detto uu differenziale 
esalto o totale ; ed in questo caso l' equazione (47) può integrarsi 
per sè stessa, e tutto si riduce a trovare l' integrale o la funzione 
onde proviene il suo primo membro. 

Ora perchè il primo membro ? (0, y) dx H- / {x, y) dy della equa- 
zione data sia un differenziale esalto ed integrabile, deve avverarsi 
questa condizione che la derivata della funzione ? rispetto ad y 
riesca uguale alla derivata dell'altra funzione / rispetto ad x. In- 
fatti rappresenti ;j. la funzione fx,y), dalla quale procede per ipotesi 
il differenziale esatto yfac, y) dx -+- x(«, y) dy ; sarà 

<*f»=f(*.2tì<k-t-x(*i y)dy: 
d'altronde (LXXVII) sussiste ancora 

dunque si avrà identicamente 

« 

e perciò dovranno insieme esistere le due eguaglianze 

Queste forinole, per mezzo della derivazione falla nell'una rispetto 
ad y e Dell' altra rispetto ad a?, ci danno 

d* </' 

ma sono tra loro uguali le derivate scambievoli e TTjgi co- 
me abbiamo mostrato nel numero (LXXXIII); dunque sarà pure 

(48) h!£iÉ = fefo y) . 

' dy dx 
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Tale si è la condizione d' integrabilità in ordine al primo membro 
della equazione proposta, ossia rispello ai differenziali di primo or- 
dine che contengono due quantità variabili. 
CVI. Avverandosi l'equazione (48) ossia la condizione d'integra- 
bilità, ecco il modo d'integrare il primo membro della equazio- 
ne (47), o di trovare la funzione p onde si deriva il differenziale 
f(x, y) dx -+- /. (x % y) dy. Poiché questo differenziale è totale ed esat- 
to, il suo primo termine dovrà essere (LXXVI) un differenziale par- 
ziale della funzione f* che si cerca, ossia il differenziale della mede- 
sima rispetto alia sola variabile x: dunque otterremo la funzione fx, 
integrando quel primo termine <?{x y y)dx rispetto ad x\ e siccome 
un integrale per ogni verso indefinito si può esprimere (XCI) per 
l'integrale che iucomincia da un particolar valore della variabile 
colla giunta di una coslante arbitraria, perciò indicata con Y una 
funzione arbitraria della y che nella della integrazione si deve con- 
siderare come costan le, avremo 



Rimane ancora a determinare la funzione Y in modo, che il secon- 
do termine /(a*, ty) dy del differenziale csatlo che consideriamo, sia 
l'allro differenziale parziale della funzione cioè relativo alla va- 
riabile y. A questo fine se si differenzia l'ultima equazione rispetto 
ad y, verrà (XCI1 in fine) 



e come in questa forinola, stante la condizione d' integrabilità, pos- 





ossia 
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siamo sostituire la derivata y } -all' aìtra ^ così avremp 

x(*,y)dy = f dxdy+tt= f*ij*> y)dy-hdì 

». 

ovvero dV = y m (x„ y) dy che ha per integrale 

Y= j y! K x^y)dy + c . 

'y. 

Se ora si sostituisce questo valore della funzione Y nella espressio- 
ne della funzione ^ trovala di sopra, risulterà il valore 

P=f*ffa y) dx-h f y y(x„ y) dy -f-c ; 

y. 

e quindi l'integrale generale della equazione (47) sarà 

/x rtj 
f {x, y) dx.+ j x (* 0 » 2!/) «ty = C , 

dove con C si dinota sempre una costante arbitraria: a ciascuno 
dei valori clic si atlribuiscano alla quanlilà C. corrisponde un inte- 
grale particolare. 
Debbasi per es. integrare l'equazione differenziale 

(ùxy - y*) dx -h (3*' — ìxy) dy — 0 ; 
nella quale sono 

?fo .V) = foy — y % , xfasO = *f - 2 ^ . 
ed è perciò soddisfatta la condizione d'integrabilità 

df(: 
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Applicandovi la formola (49), otterremo per integrale generale del- 
la equazione proposta l'altra equazione finita 

C = j X \§xy - f) dx -+- f y {3x;-2x 0 y)dy 

*. y. 

=3x'y — 3x t *y — xy* -+- x 0 y* -h 3<r 0 'y — 3x,'y 0 — +w j/; 

la quale, tolti i termini contrari! ed uguali, e racchiusi i termini co- 
stanti — 3z 0 * y 0 ed x 0 y 0 % nella quantità C, rendesi più semplice 

2x*y — xy x == C . 

CV1I. Se il primo membro della equazione (47) non è un diffe- 
renziale esalto, vi hanno nondimeno altri mezzi per ottenere l'inte- 
grale della medesima equazione. Uno di questi mezzi si è il trovare 
un tal (attore M, pel quale moltiplicata che sia l'equazione (41), il 
suo primo membro divenga un differenziale esalto M? dx M*/ dy: 
un fattore di questa sorla esiste sempre per le equazioni che noi 
stiamo considerando; ma non è cosa facile il determinarlo, se non 
nei due casi che solo vogliamo qui accennare. 

Occorre il primo caso, quando il fattore M sia funzione della so- 
la variabile se, ovvero della sola y. Imperocché l'equazione 

essendo integrabile per sè medesima, deve verificare la condi- 
zione 

dy dx ' 

ossia (LVI1) 

d<? rf.M dy . rfM 

la quale nell'ipotesi che il fattore M sia funzione della sola variabi- 
li 

le ^r, ovvero della sola y, annullandosi la derivata -r— oppure la 



Digitized by Googl 



PRINCIPII DI CALCOLO INFINITESIMALE 155 

derivata , si riduce all'una o all' altra delle due forinole se- 
guenti 

1 d f __d x \ 1 rfM = U d x __d^\ 

M ' Ix x 1 ?0 3* / ' M ' W t\^S dy } 

Onde un fattore M ch« j rendo esatto il primo membro della equa- 
zione differenziale (47), sarà di certo funzione della sola variabile x y 

se tale sia l'espressione ^- — j^j; « sarà per converso funzio- 
ne (Iella sola variabile i/, se sia pur tale l'espressione ' 

avverandosi la prima o la seconda condizione, il detto fattore M si 
ricaverà dall'integrale delle due formolo 

e perciò sarà 

ed ancora 

j>l = e , w = £ 

Si adopera V uno o l'altro integrale, secondo che avrà luogo l'ima 
o l'altra delle anzidette condizioni. 
Data per es. l'equazione differenziale 

abbiamo ? == - , */. = ; ; epperò sarà funzione della sola va- 

y y 

riabile x l'espressione 
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zUy rfx / * v y* I x * 

e quindi anche il fattore 

Mediante questo fattore; l'equazione proposta diviene 

ed essendo così il suo primo membro un differenziale esatto, polre- 
mo integrarla con applicarvi la foimola generale (49) stabilita nel 

x' 

numero (CVI), ed otterremo di tal guisa l'equazione finita — - = C. 

CVI 1 1 . 11 secondo caso in cui può facilmente determinarsi il fat- 
tore M . occorre quando l'equazione (47) è omogenea rispetto alle 
due variabili x ed y; e come tale dc\e aversi quella equazione, se 
sono omogenee o dello stesso grado le due funzioni ? o %. È poi 
detta omogenea e di grado n una funzione p. es. f[x, y) in ordine 
alle vaiiabili x ed t/, quando ridotti i termini se bisogni a forma 
intera rispetto alle medesin.e variabili, gli esponenti di queste quan- 
tità costituiscono in ci.iscun termine una stessa somma algebiica n; 
la qual definizione ei conduce a due conseguenze , che dobbiamo 
qui notare per ragione delle cose da dirsi intorno alla determina- 
zione del fattore M. La prima conseguenza, immediata ed evi- 
dente, si è che nella funzione f[x, y) omogenea e di grado n, va- 
riando le quantità x ed y in un medesimo rapporto u , e divenendo 
ux ed wy, si verificherà sempre 

f[vx, vy) = « n fa, y) . 

La seconda conseguenza ha bisogno di dimostrazione, e consiste in 
questo che il prodotto della funzione omogenea f(x, y) per il suo 
grado n è sempre uguale alla somma dei prodotti delle derivate 
parziali per le variabili , a cui si riferiscono le medesime derivate : 
infatti differenziando 1' equazione 
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«Vto y) = /(«*, «SO 
rispetto alla sola qnantilà variabile u, abbiamo 

mf-*fa y)du = r vx {ux,uy)d.vx 4- f,/»*,*?) <J 
= xfjM t uy)du 4- yf^uXM) du ; 

onde cassato il fattore comune rfu e fatta la variabile ausiliare u 
= 1 , risulta la fot mola 

nella quale si contiene il teorema enunciato. 

Ritornando ora alla equazione (47) e supponendola omogenea, 
affermiamo che il fattore , tutto acconcio a rendere il suo primo 

membro un differenziale esalto, si è l'espressione — - — 

*t -h y*> 

Difatti rappresentiamo con M una funzione omogenea delle due va- 
riabili x ed y; e moltiplicalo per M il primo membro <?dx-+-y m dy 
della equazione proposta, divenga esso un differenziale esalto, e 
proceda da una funzione pure omogenea a di grado n: si avrà 

Hf dx M -/ dy = dp ; 

e mediante il teorema delle funzioni omogenee, si avrà parimente 

dove il grado n non è che la somma dei gradi /* , k , 1 delle tre 
funzioni M, <p o 7, x od y. Divise le ultime equazioni l'una per l'al- 
tra nasce la foi mola 

f dx 4- x ^y 1 
z?H-2/x ~~ * " T * 

nella quale come il secondo, cosi anche il primo membro è un dif- 
ferenziale esalto : adunque l'espressione M — — - — è un fattore 

r * ? +yt 

di tal natura, che renderà sempre integrabile per sè medesima l'e- 
quazione omogenea ? dx 4- % dy = 0. 
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Data per es. l'equazione omogenea di secondo grado 

1 1 

moltiplichiamola per la funzione M — — ■ — —, — -, k = — t 

e l'avremo così trasformala nell'altra 

f — H — \dx— — , (/w = 0 ; 

la quale essendo esatta, potrà integrarsi secondo la norma espres- 
sa dalla forinola ( 49) , e per lai modo ci darà la relazione 

£- + -log(x) = C. 

C1X. L'altro mezzo pel quale si perviene alla integrazione della 
equazione (47), quando il suo primo membro non sia un differen- 
ziale esalto, consiste nel separare le variabili x ed y ; sicché desi- 
gnando X ed Y due funzioni, l'ima della sola x, l'altra della sola ty, 
la delta equazione riducasi alla forma \dx -4- Ycty = 0, che s'in- 
tegra colle regole consuete delle espressioni differenziali. Ora la 
separazione delle variabili si può facilmente conseguire in due 
casi, che pur soli vogliamo qui ricordale. 

Avviene il primo caso, quando l'equazione ? dx-+-yjìy = 0 y è 
omogenea. Imperocché posto allora y~xz, e sostituito un tal va- 
lore nelle funzioni omogenee ? e / di grado », i termini di queste 
funzioni, olire a qualche potenza dell i nuova variabile s, contorcali- 

no tulli il fattore x n ; e perciò il rapporto riuscirà funzione della 

sola quantità. Se indichiamo con Z colcsla funzione, l'equazione 

proposta diventerà ^ dx-+-dy=Q, ossia 

ldx-±-dy = Q; 

e come dal valore y — xz si ricava dy = z dx-\-xdz, così avremo 

Z dx -h- dx + xdz~0; 
e quindi l'equazione colle variabili separale 
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dx dz . 
f d" 

il cui integrale è log(ac) 4- / fZ\T % ^P 0 dl avere ese g uila la 

integrazione, basterà rimettere nel risultato il valore |- della quan- 
tità z, per ottenere la relazione finita tra le variabili x ed y. 
Prendiamo per es. l'equazione omogenea di secondo grado 

(*y — f) dx — (*!f H- d V = 0 : 
col fare t/ = jjz, la trasformeremo prima in un'altra 

(* — **) dx — (34-1) dy= 0; 

e col sostituire alla quantità dy il suo valore ; dx-hxdz, lacange 
remo dipoi in una terza 

-h <z-H) dz = 0, 
che riducesi alla equazione colle variabili separate 

dr *H-1 . 

= 0. 

1 

Facendo ora la integrazione, troveremo la relazione log^)-+-glog(s) 
1 

— — C tra le variabili x e z, e quindi anche la relazione finita 

log(a;)-r--|log^-|-J — ~ — C tra le variabili # ed*/. 

CX. 11 secondo caso in cui possono facilmente separarsele variabi- 
li x ed y nella equazione f 47;, allora incontra quando i coefficienti 
o e x sono tali funzioni delle medesime variabili, che il loro rap- 
porto-^- risulti uguale al prodotto di una funzione X della sola x 
per un'altra funzione V della sola y: in cosiffatta ipotesi l'equazio- 
ne summentovata che scrivesi pure 2- dx-h dy = 0, diverrà XY dx 
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-4-rfy = 0, e prenderà quindi la forma Xc/x-4- ^=0 colle due 

variabili separate luna dall'altra. 
Consideriamo p. es. l'equazione differenziale 

Wy* dx — (xy -h x'y) dy=0: 

avverandosi la condizione 

/T7» 



— m . — — 



xy+x*y- 1+?^— XY ' 



potremo nella medesima equazione separare le variabili e scrive- 
re subito X dx -h -y = 0, ossia 

che ha per integrale generale l'equazione 2 v y — are tangx=C. 

Negli altri casi la separazione delle variabili, se pure può farsi, 
non si ottiene che col mezzo di opportune sostituzioni, per le quali 
non vi hanno tuttavia regole generali da seguire : alle regole deve 
sopperire il mollo uso ed esercizio; e si adoperano anche certi arti- 
fieli analitici, i quali non di rado riescono utili allo scopo indicalo. 
Con uno di cosiffatti ai tilìcii cercheremo ora l' integrale di quelle 
equazioni, che sono dette lineari. 

CXI. Interruzione delle equazioni lineari e differen- 
ziali di primo ordine a due variabili. Si distinguono col QO- 

me di lineari quelle equazioni, nelle quali la variabile dipendente 

o la funzione y, e il suo differenziale dy ovvero la derivata jjj non 

eccedono il primo grado, ne sono fra loro scambievolmente molti- 
plicate. Quindi le equazioni lineari di primo ordine verranno tutte 
rappresentale dalla formola « 

quante volte X, X, ed X, sieno funzioni della sola quantità x\ e po- 



Digitized by Google 



PRINCIPII DI CALCOLO INFINITESIMALE 161 

X X 

sto ^=/{x) ed insieme ^ = <p(j), potranno le medesime equazioni 

ridursi ancora alla forma generale 

(50) dy ■+- yfix) dx -h *(*) dx = 0, 

della quale basterà per tutto che noi troviamo l' integrale. Ora l' in- 
tegralo dell'equazione lineare (I>0) si trova con un artifizio analiti- 
co; il quale consisto nel sostituire prima alla funzione y il prodotto 
di duo quantità indoterminato, e noi determinare dipoi lo medesime 
quantità di tal modo, elio l'equazione sia fatta più semplice e dia 
luogo più aperto alla separa/ione delle variabili. 

Sieno pertanto u, : duo funzioni indeterminate della variabile x: 
pongasi e por conseguenza dy = udz -h z <ìu; con questi 

valori l'equazione (ISO) che dobbiamo integrare, si trasmuterà in 
un'altra 

u dz z[du uf'x) dx] -+■ f(x) dx = 0. 

La funzione u essendo arbitraria, determiniamola adesso in modo 
che svanisca la somma dei termini racchiusi nella parentesi; l'equa- 
zione procedente sarà cosi risoluta nello duo più semplici 

dit -+- ufx) dx =s 0, n dz -h ?x) dx s= 0. 

La prima di queste equazioni, divisa per la quantità u ed integrata» 
ci somministra 

Iog(t0 «=— S fx) dx = — S f[x) logr» dx = ìogir*****), 

dove la costante arbitraria è compresa noli' integrale indefinito 
tff.xìdx: si ha quindi la funzione ti espressa per la Aariabilo 
x, cioè 

e mediante questo valore, la seconda delle equazioni testò notale 
diviene 

dz=—o(xy nx)dT dx 

colle variabili disgiunte. Laonde integrando ed esprimendo con G 
la costante della nuova integrazione, otteniamo 

Voi. /. 11 
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2 = 2 = -^ i(x)e' nz) dx dx -4- C, 

ovvcramente 

(51) y = <r"W[C - J>(*) e' l[x)dx dx] ; 

e sarà questo V integrale generale della equazione lineare (50) di 
primo ordine: nel medesimo integrale la quantità costante ed arbi- 
traria che va unita colla espressione Sfx]dx, sparisce da se sles- 
sa, e rimane solo la quantità costante C, 

Se fosse data per es. l'equazione differenziale 

dy-\-xydx — x dx = 0, 

si avrebbe fiat) = x, = — x ; |>erciò sussistendo m questo 
parlicolar caso il valore 

f [{x) dx = J # dr = y -fr- c , 

la formola generale (51) ci darà per integrale dell' equazione pro- 
posta la rclaziouc 

y = e (C$-+Jxc ' dx)=e (C-4-e " ) = . 

T 

e 

! MI. IntejtrarJone delle equazioni lineari e diffe- 
renziali di tfecondo ordine tra due variabili. Vogliamo 

considerare solo l'equazione lineare di secondo ordine 

a coefficienti costanti a ed a'. — Pongasi l'equazione 

R' + aR-ha' = 0; 

e sieno r, r' le due radici della medesima: l' equazione di secondo 
ordine che stiamo considerando, potrà risolversi nelle due equazio- 
ni lineari di primo ordine 

(53) % -ry=xW, $J-nr=y- 



>ogle 
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Imperocché eliminala la uuova funzione y' della variabile indipen- 
dente 8, producesi la forinola 



ossia 

g-(r + 0j + rr'^,(x ); 

la quale attese le proprietà della equazione ausiliare R* -+- «R -+- a' 
= 0, attesi cioè i valori r -fV — — a ed fy ~ a', ricade manife- 
stamente nella equazione data (52;. 

La qual cosa stando così come abbiamo esposto, è chiaro che la 
integrazione della equazione (52) sarà condotta alla integrazione 
delle due altre (53) : ora queste due equazioni, messe prima sotto 
la forma 

dy'— r'ìj'dx — xM dx = 0, dy — ry dx — y'dx = 0 , 

e confrontate dipoi colla equazione lineare di primo ordine (50) che 
ha per integrale la forinola (51;, ci porgono i due valori integrali 

(54) y'^e r ' x iC^J/Jx;e- r,j: dx), y = e x (C ■+Sy'er r *dx); 

dunque la relazione che da codesti valori si ricava tra le due varia- 
bili x ed y, apparterrà alla equazione differenziale (52), e sarà 
tutt'insieme l'integrale completo della medesima. 
Dcbbasi per es. integrare l'equazione lineare di secondo ordine 

Se la prendiamo col primo segno , avremo l' equazione ausiliare 
R* — 6'=0; e quindi sussisteranno i valori r — o, r 7 = — 6, 
y (#) = 0: per mezzo di cosiffatti valori le formole generali (54) 
diventano 

yf = Cer b * ,y = eo° (C'-f. Ùfer'»* dx) 
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= *" T [ C ' - Tbl ^'og(e)d(- 26*)] , 
epperò (LH) sarà 

y — (e — ^ <r ,é * j = (V* - C" r** 

l'integrale della equazione proposta quanto al primo segno. — Se 
poi la prendiamo col secondo segno, avremo R' -+- b % =0; e quin- 
di r = bv ^1 , r' = —W — 1 , *(x) = 0 : per lo che risulterà 
prima — Ce^ ix v ~\ e poscia 

che è l'integrale della equazione data quanto al secondo segno. Fat- 
rà il suo integrale 



y = C'e rv/=r - CV^ : 

ma adoperando =± x v — 1 invece della x nel primo esempio del 
numero (LXVII1) , noi otteniamo l'espressione 

.**va - x' . x k 



e*^- 1 = 1 - 



2 2.3.4 



la quale atteso il secondo e il terzo esempio del medesimo numero 
riducesi al valore 

dunque il suddetto integrale potrà anche scriversi nella forma se- 
guente 

y = C/(cos x 4- V 7 ^ sen x) — C"(cos x — \/ — 1 sen x) 
= (C -r- C'Ov/^sen x +- (C - C") cos x = C, senx-H C, cos r. 
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NOZIONI GENERALI 



1. La /tifica generalmente è la scienza della nalura o dei corpi: 
ha per oggetto le proprietà di questi ; ricerca le cagioni, e deter- 
mina le leggi di que' fenomeni che accadono nella nalura sensibile. 

La Fisica nello studio dei corpi e dei fenomeni naturali, o pro- 
cede per via di osservazioni e di esperimenti; ovvero supposti i fat- 
ti già noli dalla esperienza, s "umollra avvalendosi della analisi ma- 
tematica: quindi suole essa dividersi in Fisica sperimentale, ed in 
Fisica matematica. 

La Meccanica è quella parte della Fisica matematica, la quale 
tratta delle leggi ond*è regolata I' azione delle forze nei fenomeni 
dell'equilibrio e del movimento dei corpi così solidi, come fluidi. 

2. Moto, quiete. I corpi possono muoversi o stare in quiete: 
diciamo che un corpo ti muove, allorché tulle ovvero alcune delle 
sue parti vanno occupando successivamente diversi luoghi o posi- 
zioni ; diciamo poi che un corpo sta in quiete o in riposo, quando 
ciascuna delle sue parti rimane costantemente nel medesimo luogo. 

La quiete, sarà assoluta, se immaginiamo che il corpo con cia- 
scuna delle sue parti rimanga invariabilmente nello stesso luogo 
dello spazio indefinito; sarà relativa, se un corpo rimane nello sles- 
so luogo, ossia consona la medesima posizione rispetto agli altri 



* 
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corpi che lo circondano ; parimenti il molo assoluto è quello che il 
corpo ha realmente nello spazio, ed è relativo il moto che si osser- 
va in un corpo rispettivamente agli altri eorpi circostanti. 

Ho dello che i eorpi possono muoversi o slare in quiete ; impe- 
rocché sono essi indifferenti al moto e alla quiete, cioè di per sè 
non esigono esclusivamente lo stato di moto oppure lo slato di 
quiete : se questo non fosse, dovrebbe ammettersi nei corpi una 
esigenza naturale a dimorare piuttosto in un luogo determinato che 
in un altro qualunque ; ciò che apparisce falso, essendo omogenei i 
diversi luoghi nello spazio, ed avendo tutti la stessa ragione in 
riguardo alle sostanze corporee. 

3. Varie «perle «il moto. Nella Meccanica chiamasi spazio 
la linea, nella quale si muove un corpo ; o meglio la linea che è 
percorsa da un punto materiale, cioè da un punto in cui si concepisca 
raccolta e concentrata un certa quantità di materia: e come quella li- 
nea può esser retta o curva, così il moto di un corpo, ovvero di un 
punto materiale, è rellilineo o curvilineo. 

Avuto riguardo anche al tempo, il moto dicesi uniforme se il 
mobile in tempi uguali, qualunque sia la loro durata, percorre sem- 
pre uguali spazii; non adempiendosi celesta condizione, il molo è 
dello generalmente cario: il moto vario è poi accelerato o ritarda- 
to, secondo che gli spazii descritti dal mobile in tempi uguali e 
successivi vanno sempre crescendo , ovvero diminuiscono conli- 
nuamenle. 

4 . inerzia, forze ed equilibrio. La materia o i corpi sono 
inerii, cioè la materia o i corpi non possono da sè stessi determi- 
narsi a uno stato di moto o di quiete, di/ferente da quello in cui 
attualmente si trovano: la inerzia della materia è una vorilà di 
fallo ed una proprietà negativa, la quale non esclude già dai corpi 
la virtù di agire scambievolmente gli uni su gli altri, ma solo di- 
niega loro la capaeilà di dare o di togliere il moto a sè medesimi. 

Farà quindi mestieri l'azione di una causa esteriore, perchè un 
punto materiale passi dallo stalo di quiele a quello di moto, o per- 
chè concepisca un movimento comunque diverso da quello che gli 
è slato impresso da principio. Le cause che producono U moto o 
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tendono a produrlo, che lo accelerano, lo ritardano o ne cangiano 
la direzione, qualunque sia l'intima loro natura, si dicono potenze 
o forze. 

Quando più forze, applicate a un corpo o a un sistema di corpi 
connessi fra loro con opportuni legami, s' impediscono a vicenda e 
per tal modo che non ne risulti venia movimento; allora si dico 
che il corpo o il sistema sta in equilibrio, e nell' equilibrio si dico- 
no stabilite le forze medesime : può dirsi ancora che più forze sono 
in equilibrio su di un corpo che si muove, se tolta l'azione di 
quelle non si alteri punto il molo di questo. 

5. Dlrealone e Intenti!» delle forzo Oltre al punto di ap- 
plicazione, due cose si hanno a considerare in una forza, la sua di- 
rezione e la sua intensità: la direzione di una forza e la linea retta 
che fa descrivere al punto materiale, a cui essa viene applicala; ov- 
vero ò la linea retta, secondo la quale si moverebbe il punto ma- 
teriale in virtù della forza applicala, se fosse prima in riposo e to- 
talmente libero: colla intensità poi o grandezza di una forza voglia- 
mo significare il vigore, con cui la medesima forza agisce sopra il 
suo punto di applicazione. 

La grandezza delle forze può rappresentarsi per mezzo di nume- 
ri o di linee rette. Immaginiamo infatti due forze P e Q, le quali 
applicate nella medesima direzione e in parti contrarie a un punto 
libero ed immoto, lo mantengano fermo e slieno in equilibrio : è 
chiaro che queste forze dovranno stimarsi come uguali in grandez- 
za. Se ora supponiamo che al punto materiale sieno applicale le 
due forze nel medesimo verso e nella stessa direzione, avremo una 
forza doppia di P o di Q ; avremmo una forza tripla, quadrupla o 
in qualunque altro rapporto con P, se al punto fossero applicate nel 
medesimo modo tre, quatlro o più forze, uguali ciascuna alla stessa 
P: onde presa questa forza per unità, le altre saranno espresse con 
numeri fra loro diversi. Ma anche le lince rette possono esprimersi 
o rappresentarsi per mezzo di numeri : dunque le forze possono pu- 
re rappresentarsi per mezzo di linee rette, le quali sieno proporzio- 
nali ai valori numerici di quelle. 
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Le forze, di qualunque specie esse sicno, possono sempre para- 
gonarsi coi pesi; e quindi per mezzo del dinamometro si valutano 
io numeri relativi alla uuilà di peso, che presso noi è la libbra ro- 
mana, e nel sistema metrico è il grammo, vale a dire il peso di un 
centimetro cubo di aequa stillala presi alla massima sua densità, 
ossia alla temperatura di quattro gradi incirca del termometro cen- 
tigrado al di sopra dello zero. Le ielle poi colle quali nella Mecca- 
nica si rappresentano le intensità delle forze, si conducono in modo 
che ci facciano conoscere eziandio le rispettive loro direzioni. 

6. Forze istantanee e forze continue. Le forze sogliono 
dividersi in istantanee e continue. Avvertiamo peraltro che certe 
forze possono bensì chiamarsi istantanee, in quanto che in un tem- 
po assai corto, quasi come per un solo impulso, producono una 
mutazione di stalo nel corpo a cui vengono applicate; ma che però 
in natura nessuna forza è veramente istantanea, cioè tale che in un 
tempo infinitesimo comunichi ai corpi una quantità finita di moto: 
altrimenti le forze naturali in un tempo finito sarebbero capaci di 
produrre nella materia una quantità influita di moto, ciò che non 
può ammettersi. Pertanto nella natura non vi hanno che forze con- 
tinue: nondimeno col nome di continue si distinguono specialmente 
quelle forze, le quali agiscono senza interruzione sui corpi per un 
intervallo più o meno lungo di tempo; e si dicono istantanee quelle 
altre forze, le quali, come negli urti, imprimono ai corpi una quan- 
tità finita di molo in un tempo così breve, che sembra un istante. 
Le forze continue sono inoltre costanti o varie, sccondochè la loro 
intensità rimane sempre la stessa, ovvero si cangia incessantemen- 
te da un istante ali altro giusta una legge qualunque. Vediamo ora 
a quali specie di moto dieno origine le diverse forze. 

7. Da una forza la quale eserciti con un solo impulso la sua 
azione su di un punto materiale e libero, oppure dopo l'azione con- 
tinuata per qualche tempo cessi di sollecitare il medesimo punto, 
si origina il moto rettilineo ed uniforme. Imperocché il punto ina- 
teri.de sottoposto prima all'azione di una forza e dipoi lasciato li- 
beramente a sè stesso, non può, stante la sua inerzia, alterare per 
nulla il moto già concepito sia in ordine alla direzione, sia in ordi- 
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ne alla quantità: dunque si moverà in linea iella, e in uguali tem- 
pi descriverà sempre spazii uguali; cioè procederà con molo reti ili- 
nco ed uniforme. 

Da una forza continua, la cui azione sopraggiunga a un punto 
libero che sta in riposo, o già si muove nella medesima direzione 
o in direzione contraria a quella della forza, produecsi il moto va- 
rio, acceleralo ovvero ritardato. Conciossiac'hè la forza esercitando 
continuamente la sua azione, in ciascuno istante genera nel punto 
materiale oppure distrugge una nuova quantità di moto : dunque il 
movimento del punto verrà sempre più accresciuto o diminuito, e 
per conseguenza saranno sempre maggiori o minori gli spazii per- 
corsi in tempi uguali e successivi ; cioè il mobile procederà con 
molo rettilineo, acceleralo o rilardato. 

Se la forza è costante non solo nella sua direzione, come abbia- 
mo ora supposto, ma anche nella sua intensità ; il molo rettilineo 
del predelle punto materiale sarà uniformemente vano, cioè tale 
per cui gli spazii desciilti in tempi uguali e successivi valleranno 
sempre di una stessa quantità. Imperciocché la forza costante coi 
singoli impulsi aggiugne o toglie al mobile una slessa quantità di 
molo : dunque il movimento del punlo si troverà ugualmente accre- 
sciuto o diminuito alla Une di tempi uguali e successivi ; epperò gli 
spazii descritti in colesti tempi cresceranno sempre ovvero diminui- 
ranno di una stessa quantità, e così il moto sarà uniformemente ac- 
celerato o ritardato. 

8. Quantità di moto, massa, velocità. Abbiamo più volle 
fallo menzione della quantità di moto: ora con questo nome non 
s intende allro, se non il prodotto wit> della massa del mobile per 
la velocità, onde esso è animalo. 

La massa è la somma degli atomi o delle molecole, di cui si 
compone un punlo materiale od un corpo ; vale a dire la quantità 
assoluta di materia, che è contenuta nel medesimo. 

La velocità poi, in quanto è intrinseca al mobile, vuol dirsi 1' al- 
titudine di questo a percorrere un cerio spazio in un tempo dato : e 
in quanto si misura estrinsecamente dall' effetto, nel moto uuiforme 
la velocità è lo stesso spazio che si percorre dal mobile in un tcni- 
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po proso per unità ; giacché un mobile si estima tanto più o meno 
veloce, quanto è maggiore o minore lo spazio che esso percorre 
nella unità di tempo. — Per ciò che si attiene al moto vario, dove 
nei tempi uguali e consecutivi sono diversi così gli spazii descritti 
come lo velocità acquistate, a un dato istante o alla fine di un tem- 
po determinato la velocità è quello spazio che il mobile descrive- 
rebbe costantemente neHc singole unità di tempo, se nel medesimo 
istante cessasse l'azione della forza continua e il molo divenisse 
uniforme. 

9. Del rimanente è facile il vedere, come nel moto uniforme la ve- 
locità possa esprimersi generalmente per il rapporto tra i valori nu- 
merici dello spazio percorso e del tempo impiegato a* percorrerlo. 
Infatti nel moto uniforme essendo uguali gli spazii descritti in tempi 
uguali, lo spazio s percorso in un tempo qualunque t equivarrà tan- 
te volte allo spazio -z descritto nella unità di tempo, quante volte 
cotesto unità si contiene nel numero / ; cioè equivarrà al prodotto 
zi: ma lo spazio ? che corrisponde alla unità di tempo, non è altro 
che la velocità v; dunque s = vt sarà l' espressione dello spazio 

< 

g 

percorso nel tempo /, e v = j l'espressione della velocità nel moto 
uniforme. 

10. Principio dei moto relativo. Il principio del moto re- 
lativo, confermalo dalle osservazioni e dalla esperienza, consiste 
nella seguente enunciazione: il moto di un punto materiale A ri- 
spetto a un altro punto B è l'istesso, ossia che B rimanga nella 
quiete ed A venga mosso da una forza P , ossia che B ed A abbia- 
no un movimento comune e il punto A venga inoltre sollecitato dal- 
la detta forza P. 

Or* nell' uno e nell' altro caso dovendosi il moto relativo attri- 
buire soltanto alla forza P, s'inferisce che questa forza produce 
sempre lo stesso effetto nel punto materiale A, qualunque sia del 
resto lo stalo precedente del medesimo punto: con altre parole, 
/' effetto prodotto da una forza in un punto materiale è indipen- 
dente dallo stato di quiete o di moto , in cui già si trovi lo stesso 
punto. 
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Di più lo slato di moto in cui precedentemente si trovi il punto 
materiale A, è l'effetto di un' altra forza Q; se dunque l'effetto della 
forza P non dipende dallo stato precedente del punlo materiale , si 
conchiude essere pure indipendenti fra loro gli effetti delle forze 
P e Q, le quali agiscano insieme su di un medesimo punlo: in altri 
termini, quando più forze agiscono simultaneamente su di un pun- 
to materiale, ciascuna di esse produce lo stesso effetto come se fos- 
se sola ed agisse senza le altre. 

Quinci si deducono le tre seguenti proposizioni , le quali stabili- 
scono la relazione tra le forze, le masse e le velocità. 

11 . Le forze Ve?' sono tra loro come le relocità v e v', che pro- 
ducono in una stessa massa m. Sia F la misura comune delle due 
forze; e indicati con ned n'due numeri interi, supponiamo P = nF 
e P'=«'F: nascerà la proporzione 

P: P'^n: n'. 

Sia inoltre w la velocità che la forza F può produrre nella data 
massa in riposo: poiché l'effetto di una forza non dipende punto 
(10) dallo stato precedente del corpo, saranno nu ed n'u le veloci- 
tà generate nella massa m dalle forze wF ossia P, ed w'F ossia P'; 
avremo dunque i due valori v— nu, v' — n'u, e conseguentemen- 
te la proporzione 
• 

v : v' = n: n' . 

Paragonata questa colla prima proporzione, si ricava la terza da 
noi affermata 

P : P' = v : v' . 

Abbiamo supposto che le forze P e P' sicno tra loro in un rap- 
porto commensurabile: se esse fossero incommensurabili fra loro, 
con un discorso solito ad usarsi in somiglianti casi si dimoslrebbe 
pure la proporzionalità delle forze alle volocità prodotte in una stes- 
sa massa. Ne viene per conseguenza che se le velocità sono ugua- 
li, saranno uguali eziandio le forze che le producono in una mede- 
sima massa o in masse uguali 
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12. Le forze P e P' stanno tra loro come le masse M ed M\ «eA- 
le quali imprimono una stessa velocità v. Immaginiamo divise le 
due masse M ed M\ l' una in numero » e l' altra in un numero ri 
di parli, le quali abbiano tutte la medesima massa m: avremo M 
= njn, M' = n'm; e quindi la proporzione 

M: M' = n: 

Ora le singole parti onde si compongono le intere masse M ed M', 
oltre all'avere una stessa massa m, hanno pur tutte per ipolesi una 
slessa velocità v; dunque ciascuna di quelle p irli soggiacerà alf azio- 
ne di una slessa forza p, e sarà np = P la forza che risiede nella 
intera massa nm ossia M,ed n'p ~ P' quella che dimoia nella mas- 
sa n'm ossia M'. Onde si stabilisce la seconda proporzione 

P : F = « : n' , 
la quale insieme colla prima ci dà la terza 

P:F = M:M'. 

13. Le forze sono tra loro come le quantità di moto che suscita- 
no nei corpi, ai quali vengono applicate. Sieno e, t/le velocità che 
le due forze P, P' generano rispeUi\amente nelle masse m, m' ; e 
denoli X una forza capace di produrre nella massa in la velocità 
Poiché da una parte le forze P ed X comunicano le velocità ttet/a 
una stessa massa w, sussisterà (11) la proporzione 

P: X = v: i/ ; 

e come dall'altra parte le forze X e l } ' comunicano una stessa velo- 
cità vf alle masse m ed m', così esisterà pure (12) la proporzione 

X : P' = m : m r . 

Moltiplicando insieme i termini corrispondenti delle due proporzioni, 
conseguiremo la terza proporzione geometrica 

P : F = mv : m r v'. 

Quindi una forza ò misurata dalla quantità di moto, e sono 
uguali quelle forze che producono nei diversi corpi le slesse quan- 
tità di moto. 
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14. I teoremi ora dimostrali sono veri, sia che si tratti di quelle 
forze, te quali agiscono sulle masse come per un solo impulso o 
sembrano istantanee; sia che si tratti di quelle altre forze, le quali 
generano nelle medesime masse una certa velocità, esercitando con- 
tinuamente la propria azione per un tempo più o meno lungo : tul- 
tavolta nel secondo caso col nome di forze si debbono intendere le 
serie degli impulsi che in un medesimo verso si rinnovano senza in- 
terruzione per lutti quei tempi, ai quali corrispondono le velocità 
generate nelle musso ; ovvero se si vogliono intendere gl'impulsi in 
un dalo istante, si dovranno considerare nei teoiemi superiori le 
velocità che le forze in queir istante sono capaci d'imprimere alle 
masse, e che noi insegneremo a valutare nella Dinamica. 

Che se le forze continue sono costanti in direzione c in grandezza, 
allora per le imVnsità delle medesime forze possono sempre pren- 
dersi nei teoremi dimostrati i singuli impulsi con cui esercitano la 
propria azione, purché si considerino le velocità che esse imprimo- 
no nelle masse in uno slesso tempo, per es. in un tempo preso per 
unità. 

■ 

15. Principio dell'azione e della reazione. Ai due prin- 
cipi! che abbiamo esposto nei numeri 4 e 10, si deve aggiugnere 
un terzo principio che risguarda l'azione e la reazione dei corpi e 
si enuncia nel modo seguente : all'azione si oppone sempre una rea- 
zione uguale, cioè le azioni scambievoli di due corpi sono sempre 
uguali e dirette in parti contrarie. — Immaginiamo una sfera A, la 
quale con un certo grado di velocità vada ad urlare un'altra sfera B 
che è sospesa per un lilo e sta in riposo: l'esperienza ci fa conoscere 
che tanta quantità di molo viene ad eccitarsi nel globo B, quanta ne 
rimano distrutta in A. Dunque la massa urlata oppone una resistenza 
alla massa urtante; e non solamente sono contrarie, ma anche ugua- 
li (13) le forze a cui debbono ascriversi gli eflelli mentovali, cioè 
l'azione del corpo A sul corpo B, e la resistenza o la reazione di 
questo sopra di quello. 

Del rimanente in natura l'azione e la reazione sempre si sviluppa- 
no insiemementc secondo le leggi indicate, ossia che i corpi agisca- 
no a contallo gli uni su gli altri, ossia che comunque di lontano si 
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determinino scambievolmente u qualche mutazione dello sialo in cui 
sono di presenle. 

16. Le nozioni finora dichiarale appartengono parte all'equilibrio 
dei corpi ossia alla Statica, e parte al molo dei corpi ossia alla Di- 
namica. Secondo l ordine naturale noi cominciamo dalla Statica, 
siccome da quella che è più semplice o meno composta : nondime- 
no in questa parte della Meccanica, quando se ne offra opportuna- 
mente l'occasione, nou ci terremo dal toccare taluna di quelle cose 
che spettano alla Dinamica. Di più per rendere meno complesse le 
questioni, e scoprire facilmente le leggi dell'equilibrio e del molo, 
da principio faremo astrazione da parecchie condizioni in cui si 
trovano naturalmente i corpi, considerando solo le forze e i loro 
punti di applicazione : in appresso avremo riguaido a queste natu- 
rali condizioni dei corpi, e introducendole nei calcoli*instituili o nei 
risultati ottenuti, verremo a stabilire le leggi di que fenomeni che 
rispello all'equilibrio e al molo ci si presentano realmente nei 
corpi. 
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CAPO I. 

COMPOSIZIONE E RISOLUZIONE DELLE FORZE CONCORRENTI. 

17. Un punlo materiale libero e sollecitato simultaneamente da 
più forze l\ Q, ... che non sieno in equilibrio, si muove come so 
fosse soggetto all'azione di una sola forza R d'intensità e dirczioue 
determinala: quindi alle forze P, Q, ... potrà sostituirsi la forza 
R; c viceversa alla forza R potranno sostituirsi le forze P,Q,... . 
La prima sostituzione si dice composizione delle forze; la seconda, 
risoluzione delle medesime: nell'uno e nell'altro caso le forze P, Q,... 
si chiamano componenti, la forza R risultante. Generalmente la ri- 
sultante di più forze applicate a diversi punti di un sistema rigido 
e libero, sarà una forza equivalente all'azione di tutte; oppure una 
forza eguale e direttamente contraria a tale altra, la quale introdotta 
nel sistema sia capace di fare equilibrio a tutte le forze applicate. 

Per trovare le leggi della Statica e risolvere il problema del- 
l' equilibrio di un punto materiale , di un corpo solido e dei siste- 
mi , fa d' uopo che determiniamo prima la risultante delle forzo ; e 
innanzi a tutto di quelle forze , le quali o sono applicale a un punto 
materiale, o concorrono in un medesimo punto. 
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18. Pel fino che abbiamo di mira, osserviamo due cose. 1.° Una 
forza P, applicala a un punto libero A (fig. 41.*). può trasferir- 
si, senza che ne sia alterato V effetto , e applicarsi in un altro 
punto B, situato nella sua direzione, purché il secondo punto sia 
invariabilmente connesso col primo punto. Infilili se noi applichia- 
mo noi pnnlo B e nella direzione AB dm» forze P\ P" uguali alla 
forza P e contrarie fra loro, non sarà cangiato nulla nel sistema, e 
la forza P auà lo stesso e (Tello che le tre forze P, P\ P": ma le for- 
ze P e P', siccome quelle che sollecitano «lue punti invariabilmente 
legali fra loro, e sono uguali ed opposte in una slessa direzione, si 
distruggono I' una 1' altra; e però 1' efletto delle tre forze P, P\ P" 
equivale a quello, che è prodotto dalla sola forza P": dunque sarà 
lo slesso 1" eflotto di P o di P"; delle quali forze la seconda non è 
che la prima, trasferita dal punto A al punto B preso nella sua 
direzione. 

2." Tuttavia in un sistema rigido e libero non può la forza P es- 
sere trasportata parallelamente a sè stessa dal punto A a un punto B, 
situato fuori della sua direzione, senza indurre qualche cangiamen- 
to nell'elTi'llo prodotto dalla medesima; che anzi in generale alla 
forza P non si può mai sostituire in un sistema libero un' altra for- 
za, la quale non agisca nella slessa direzione della prima. Imperoc- 
ché applicando in qualunque direzione al punto B, invariabilmente 
connesso con A due forze uguali ed opposte P, e P, , è chiaro che 
noi non veniamo con questo ad alterare in nulla 1' efTctlo della for- 
za P; onde le forze P e P, dovrebbero distruggersi a vicenda, per- 
chè alla forza P potesse sostituirsi un' altra forza P, . Ora le due 
forze P e P, che non agiscono in una stessa direzione , non pos- 
sono distruggersi nò equilibrarsi in un sistema libero : (Kmcìoc- 
chò se si equilibrassero fra loro , dovrebbe potersi fissare un pun- 
to qualsiasi del sistema senza detrimento dell'equilibrio; ma fìs- 
salo per es. il punto A, accade che resti elisa dalla sua resisten- 
za la forza P, e rimanga intera la forza P, , la quale disturberà 
perciò l'equilibrio, facendo rolare il sistema intorno al punto fisso. 
Dunque le due forze P e P t non possono equilibrarsi in un sisle- 
ma libero; e per conseguenza alla forza P non possiamo sostituirò 
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la forza P,, che non agisce in un slessa direzione. — Quindi al- 
lorché in un sistema libero siamo certi che a una data forza si 
può sostituire un'altra forza applicata in un punto diverso, noi 
dobbiamo conchiudere che la direzione della prima forza passa 
pel punto d' applicazione della seconda. 

Falle queste osservazioni , ecco le cose ohe appariscono evi- 
denti intorno alla composi/ione delle forze applicate a un punto ma- 
teriale. 1.° La risultante di due forze che hanno una stessa dire- 
zione e cospirano in una medesima parte, è uguale alla loro som- 
ma ; la risultante poi di due forze che sono direttamente opposte, 
è uguale alta loro differenza. La prima asserzione si appoggia sul- 
la nozione stessa che noi abbiamo dato (5) della misura di una 
Ibiza: la seconda è manifesta da questo, clic la componente minoro 
si disti ugge eon una pu le a se ugn ile della maggior componente. 
Geneialmente la risultante di più forze che agiscono secondo una 
medesima retta, è uguale alla somma algebrica di tutte. 

2. ° La risultante di due forze che agiscono ad angolo su di un 
punto materiale, è diretta sul piano e dentro l'angolo delle compo- 
nenti. Primamente non \i ha ragione, perchè il punto materia- 
le si muova fuori del piano delle forze componenti piuttosto da una 
parte che dall'altra : secondamente il medesimo punto per l'azione 
simultanea delle due forze deviando dalla direzione dell'una verso 
la direzione dell'altra e viceversa, dovrà muoversi di necessità nel- 
la porzione del piano compresa tra le direzioni delle forzo ond' ò 
sollecitalo. 

3. ° La risultante di due forze uguali divide per metà l'angolo 
formalo dalle loro direzioni; poiché non vi ha lagione, pei cui la 
direzione della risultante si avvicini più all'una che all'altra compo- 
nente. In questo caso le due forze uguali possono, senza alterazio- 
ne del proprio effetto, trasferirsi parallelamente a gè stesse dal pun- 
to a cui sono insieme applicate, in un altro punto della retta che 
divide per mezzo il loro angolo, purché i due punti sieno insiemo 
collegati: invero le due forzo possono prima comporsi in una sola for- 
za risultante, la cui direzione dividerà l'angolo delle componenti in 
parli ugnali ; e cotesta risultante, senza variazione del suo elTello, 

Voi I. 12 
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può quindi (18. l.°) trasferirsi in un allro punlo della sua direzio- 
ne, e risolversi di nuovo in due forze rispettivamente parallele ed 
uguali alle forze date. 

Di presente possiamo facilmente determinare la direzione e la 
grandezza della risultante di due forze qualunque, le quali agiscono 
sotto qualsiasi angolo su di un punlo materiale: in qual modo deb- 
basi ciò fare, lo dichiara la proposizione che segue. 

20. La risultante di due forze, applicate a un punto sotto un an- 
golo qualunque, è rappresentata in direzione ed intensità dalla dia- 
gonale del parallelogrammo costruito sopra le rette che rappresen- 
tano le due forze. Sicno P, 0 (fig. 42. a ) le due forze; A il punto, a cui 
sono applicate ; AB, AC le rette che rappresentano l'intensità e la 
direzione delle medesime forze: compiuto il parallelogrammo ABDC 
che possiamo riguardare come un sistema rigido, la risultante R 
sarà diretta secondo la diagonale AD. Hanno qui a distinguersi tre 
casi: imperocché o le due forze sono commensurabili, e il loro rap- 
porto è un numero intero o frazionario ; oppure le due forze sono 
tra loro incommensurabili. In ugni caso la proposizione è vera. 

p 

1 .° Essendo m un numero intero, si supponga =a m. Dividia- 
mo la retta AB = P in m parli AH, HIT, . . . uguali alla retta 
AC =Q; queste parti rappresenteranno le forze, nelle quali può 
risolversi (1 9. !.•) la forza data P, e che possono rispettivamente 
applicarsi (18. 1 .°) ai punti A, H,... : inoltre dai punti di divisione 
tiriamole rette IIK, H'K', . . . parallele alla retta AC; il parallelo- 
grammo ABDC resterà diviso in m rombi uguali AHKC, HH'K'K,.. . 
Ora poiché in un rombo la diagonale divide per mezzo l'angolo 
compreso dai lati, perciò il punlo K apparterrà alla retta dalla qua- 
le ò tagliato in parti uguali l'angolo CAB ; conseguentemente pos- 
siamo trasportare in direzione parallela le due forze uguali AC, AH 
dal punto A nel punto K, e rapprcseularle quivi perle rette HK, CK 
coi punti di applicazione in II e C, dove si trasferiscono dal punlo K. 
Dì pari modo possiamo trasportare le forze uguali UK, HIP dal 
punto II nel punto K', e rappresentarle pure per le rette H'K', KK f 
coi punti di applicazione in H' e K: seguitando così col discorso, 
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verremo in fine a questa conclusione che le due forze date P — AB 
e 0 == AC, senza cangiamento del loro effetto, possono trasferirsi 
dal punlo A nel punto D secondo i lati opposti CD e BD. Per la 
qual cosa alla risultante delle due forze P e Q, applicate in A, può 
sostituirsi in D un'altra forza, la quale produca nel sistema lo stesso 
effetto; dunque quella forza risultante B passerà anroia (18. 2.°) 
pel punto D, e la sua direzione sarà la diagonale AD del parallelo- 
grammo. 

P m 

2. ° Essendo anche n un numero intero, si supponga r-r—. — . 

v n 

Dividiamo (fig. 43. a )la retta AC = Q in n parti uguali AE,EE',...; 
il rapporto tra la forza P = AB e ciascuna di queste parli, sarà il 
numero intero m. Quindi per quello che si è dimostralo nel primo 
caso, potranno trasferirsi le forze AB ed AE nel punto F secondo le 
direzioni EF e BF; le forze EF ed EE' in F' secondo le direzioni 
ET ed FF', e così di seguilo: sicché infine le forze date P— AB 
e Q = AC si troveranno trasferite dal punto A nel punlo D giusta 
le direzioni rispettivamente parallele CD e BD, senza che per que- 
sto venga ad alterarsi il loro effetto. Pertanto anche in questo caso 
si conchiude che la risultante delle forze P, Q è diretta secondo la 
diagonale AD. 

3. ° Sieno da ultimo incommensurabili tra loro le due forze P c 
Q; la risultante R seguirà tuttavia la direzione della diagonale AD. 
Suppongasi per poco (fig. 44.») che la direzione della risultante 
sia un'altra, p. es. AM : pel punto M, dove la supposta direzione 
incontra un lato del parallelogrammo, conduccndo la retta MN pa- 
rallela all'altro lato, noi potremo prendere tra N e B un tal punlo 
N' che le due forze AIV ed AC sieno tra loro commensurabili. Ora 
queste ultime forze hanno una risultante R', la quale per ragione 
delle cose delle nei casi precedenti è diretta secondo la diagonale 
AM' del parallelogrammo AIN'M'C: laonde se la risultante R delle 
due forze P e Q, ossia delle tre AN', N'B ed AC, potesse dirigersi 
secondo AM; la medesima così diretta dovrebbe provenire dalla 
composizione della forza R' che si dirige secondo AM', colla forza 
N'B che può trasportarsi nel punto A. Ma questo non può mai csse- 
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re (19.2°), cadendo la direzione AM fuori dell'angolo M'AiY delle 
componenti : dunque è assurda la supposizione che abbiamo fatto, 
e In risultante R eziandio nel caso presente dovrà avere la direzio- 
ne della diagonale AD. 

21. il sia a dimostrare ebe l'intensità della risultante R è pure 
rappresentata giada lunghezza della diagonale AD. Immaginiamo 
che al punici A (tig. 45. a ), nella direzione AD' della stessa diago- 
nale AD, \cnga applicala una forza R', uguale ed opposta alla ri- 
sultante Il ehe si cerea: le I e forze 1», 0, R' staranno in equili- 
bri : opperò una di esse, per es. P, sarà uguale e contraria alla 
risultante delle altre due 0 ed R f , la quale risultante dovrà per 
conseguenza agire giusta il prolungamento AB' del lato AB. Quindi 
se noi meniamo per il punto C una retta CB' parallela ad AD' la 
quale incontri la direzione AB in B\ e pel punto B' meniamo dipoi 
una retta B'D' parallela a Q, la (piale incontri la direzione AD in 
D'; la lunghezza AD', per questo modo detcrminata, dovrà rap- 
presentare l'intensità della forza R': perchè qualunque altra lun- 
ghezza o intensità, composta con AC=Q f darebbe manifesta- 
mente sì un parallelogrammo differente da D'ACB', e sì una diago- 
nale diversa dalla direzione AB'; e tutto all'opposto di ciò che ab- 
biamo dello poc'anzi, la risultante delle forze Q ed R' non sarebbe 
più contraria alla forza 1\ Ora si ha da una parlo R= R'= AD', 
dall'altra è AD' = -B'C=== AD; dunque la risultante R delle forze 
V e Q applicate a un medesimo punto, non solo nella direzione, ma 
anche nella intensità, è rappresentata dalla diagonale del paralle- 
logrammo costruito sopra le rette che rappresentano le componenti. 

22. Quantunque le nozioni degli effetti dinamici delle forze sem- 
brilo estranee ai principi'! della Statica, e parecchi autori le vo- 
gliano cs-luse dalla dimostrazione di questi principi!, nondimeno 
crediamo bene di aggiungere una dimostrazione del parallelogram- 
mo delle forze, la quale include esplicitamente la considerazione del 
moto e del tempo; perchè una tale dimostrazione è assai semplice 
ed e\ idente, e si riduce in sostanza a quella che fu recata da Newton 
e usata poi da molti altri. 
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Un punto materiale c libero A (fig. 46.'j sia determinato istanta- 
neamente dalie forze P e Q a percorrere con molo uniforme in uno 
stesso tempo t le rispellive retle AB ed AC, poste tra loro sullo un 
angolo qualunque: costruito il parallelogrammo ABDC, il punto ma- 
teriale per l'azione simullanea delle due forze nel tempo t percor- 
rerà con molo uniforme la diagonale AD del medesimo parallelo- 
grammo. Infatti, se le forze agissero separatamente l' una dall'altra, 
il piato A, per l'azione della sola forza l\ da qualunque sua posi- 
zione nella reità AC sarebbe condotto nel tempo t sopra la reità pa- 
rallela BD; e viceveisa per l'azione della sola forza Q, il punto da 
qualunque sua posizione nella ietta AB sarebbe condotto nel mede- 
simo tempo t sopra la retta parallela CD: tali sono gli effetti delle 
forze I», Q nella ipotesi che ciascuna di esse agisca sola e separata 
dall' altra. Ora noi abbiamo \cduto (10) che gli effetti di più forze, 
le quali esercitino simultaneamente la loro azione su di un ponto 
materiale, sono indipendenti fra loro; cioè ciascuna di qui Ile forze 
produce lo stesso effetto, come se fosse sola ed agisse senza il con- 
corso dell' altra: dunque per I* azione simullanea delle due forze P 
e 0, M punto materiale daUa posizione A nelle due retle AC e AB 
sarà condotto nei tempo t così sopra La retta BD, come anche sopra 
l'alt, a retta CD; per conseguenza alla fine del tempo suddetto do- 
vrà trovarsi sopra ciascuna di queste ultime lette, ossia nel loro 
punto comune D. Pertanto il punto materiale e libero A, sollecitato 
simultaneamente dalle due forze istantanee P e Q a percorrere nel 
• tempo t le rette AB ed AC, movendosi passerà nel medesimo inter- 
vallo di tempo dalla posizione primitiva A alla posizione D: ma da 
una parte il moto prodotto in un punto materiale e libero da una o 
più forze istantanee è rettilineo ed uniforme fi), e dall'altra parte 
tra le due posizioni A e D non vi ha altra linea retta che la diago- 
nale AD del parallelogrammo ABDC; dunque il punto A, sollecitato 
dalle forze P e Q, nel tempo / passerà dalla posizione A alla posi- 
zione D, percorrendo con molo uniforme la dhigouale AD. 

Ora questa medesima diagonale, che è descritta dal punto mate- 
riale con mofo uniforme nel tempo l in virtù degli impulsi simuHa- 
nei ed istantanei delle due forze P c Q t evidentemente potrebbe es- 
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sere percorsa dallo slesso punlo con moto pure uniforme e nel tem- 
po t per l'azione istantanea di una sola forza II diretta secondo AD: 
dunque poiché la forza unica, la quale produce in un punlo mate- 
riale e libero lo stesso effetto o movimento che due o più forze in- 
sieme, è la risultante di queste (17); perciò la risultante delle due 
forze P e Q, che determinano il punto À a percorrere uniformemente 
in un medesimo tempo dato le rette AB ed AC sotto un angolo qua- 
lunque è quella unica forza R, la quale se agisse sopra il punto 
nella direzione della diagonale AD del parallelogrammo fallo eolle 
medesime rette, lo determinerebbe a descrivere la slessa diagonale 
nel dato tempo e con moto uniforme. Quindi ove le forze compo- 
nenti Pc 0 si rappresentino in direzione ed intensità colle rispettive 
rette o coi lidi AB ed AC del parallelogrammo, la risultante R 
1.' sarà diretta secondo la diagonale AD, come è chiaro (Lille cose 
già delle; 2.° dovrà inoltre rappresentarsi in grandezza colla mede- 
sima diagonale AD, come si fa manifesto da ciò che ora soggiun- 
giamo. 

Si chiamino t\ tr\ v" le velocità che le forze R, P, Q sono capaci 
d'imprimere rispettivamente nel punto A: trattandosi di uno stesso 
punlo materiale, o di una medesima massa, sussisteranno (11) le 
due proporzioni 

R:P=!rt/, R:Q = v:v". 

Ma nel moto uniforme la velocità si esprime (9) col rapporto tra i 

valori numerici dello spazio e del tempo corrispondente, ed abbia- 

. AD , AB „ AC 

mo perciò nel caso nostro v = — , v' == — » » — y ; avranno 

dunque luogo le proporzioni 

R: ,. = ^ : AB R:Q= ^ : M. 

ovvero 

R. P = AD: AB, R: Q^AD: AC. 

Donde si conchiude che se le grandezze delle forze P e Q si rap- 
presentano colle rette AB ed AC, cosicché abbiasi P=AB e Q=AC, 
sarà necessariamente R = AD ; vale a dire la risultante delle due 
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forze verrà rappresentata in intensità dalla diagonale del parallelo- 
grammo costruito colle due rette, che rappresentano le componenti. 

23. Abbiamo supposto che le forze P e Q agissero sopra il pun- 
to materiale A quasi per un solo impulso e potessero considerarsi 
come istantanee, o meglio abbiamo supposto che il punto materiale 
fosse abbandonato a sè stesso colla determinazione a due movi- 
menti uniformi dopo l'azione brevissima delle due forze P e Q. Al 
presente poniamo che una di queste forze o tutte e due operino 
continuamente con direzioni costanti o variabili, e che il punto 
mobile sia dalle medesime forze determinalo simultaneamente a un 
moto uniforme e a un molo vario, ovvero a due movimenti variali 
secondo una slessa legge o in un modo qualunque: in questi casi 
diversi il punto A, come vedremo a suo luogo, non descriverà più 
nel tempo finito t una linea retta, o almeno non la descriverà con 
moto equabile; e perciò sembra che, stanti le delle condizioni del- 
le forze, non si possa applicare alla loro eom posizione la regola 
esposta, o la dimostrazione che ne abbiamo fatta nel numero pre- 
cedente. Nondimeno a non entrare per ora in aleun caso particola- 
re intorno alle diverse condizioni delle forze, diciamo in generale 
che se il tempo t s'immagiui diviso in istanti o in intervalli inlini- 
tesimi, potremo supporre che le due forze continue P e Q agiscano 
sopra il punlo materiale per impulsi nel principio dei successivi 
istanti di tempo, e che in virtù di questi impulsi il mobile si trovi 
determinalo in ciascun istante a due movimenti rettilinei ed unifor- 
mi: ne viene per conseguenza che in ogni intervallo infinitesimo di 
tempo la composizione di due forze, applicate continuamente a un 
punto, si polrà sempre effettuare nel modo che abbiamo indicato 
di sopra. Così nel primo intervallo o istante di tempo essendo il 
mobile determinalo dagli impulsi delle due forze a percorrere con 
moto uniforme le rette infinitamente piccole AB' ed AC (fig. 46.*), 
percorrerà con molo pure uniforme la diagonale AD' del paralle- 
logrammo infinitesimo AB'D'C; le due forze poi e la loro risultan- 
te saranno rispettivamente rappresentale dai tali AB', AC, e dalla 
diagonale AD' del medesimo parallelogrammo: e siccome prolun- 
gale queste tre rette e fallo sopra i loro prolungamenti il paralle- 
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logrammo finito ABDC, riescono esse proporzionali alle rispettiva 
rotte AB, AC, AD; vosi le due foizc e la loro risultante iu quel 
primo istante potranno ancora rappresentarsi, in intensità e dire- 
zione con queste ullime rette, die sono i lati e la diagonale di un 
parallelogrammo finito. In ciascuno degli altri istanti consecutivi 
il parallelogrammo che deve servire alla composizione delle due 
forze P e Q, nella posizione e lunghezza relativa de' suoi lati sarà 
diverso secondo la diverga direzione e intensità che hanno attual- 
mente le medesime forze componenti ; ma se le due forze sono co- 
stanti in intensità e direzione, è chiaro che per la loro composizio- 
ne si potrà adoperare in ogni istante il parallelogrammo ABDC, 
che coi suoi lati le rappresenta al principio della loro azione. 

Il teorema del parallelogrammo d« Ile forze, quanto alla sostan- 
za, è dovuto a Simone Slevin di Bruges, il quale nella sua Mecca- 
nica pubblicata nel 1585 osservò pel primo che tre forze in equi- 
librio intorno a un punto sono proporzionali ai lati di un triangolo 
rispettivamente paralleli alle loro direzioni : nondimeno il medesi- 
mo teorema non fu enunciato espressamente, nè dimostrato corno 
principio della Statica, se non molli anni più lardi. Ecco intanto lo 
prime conseguenze, che da lai principio si deducono. 

24. Fra le forze concorrenti P, 0 e la loro risultante R ot ha 
sempre questa relazione, che ciascuna di esse e proporzionale al 
seno dell' angolo fritto dalle direzioni delle altre due; ovvero due 
qualunque delle medesime forze stanno fra loro nella ragione in- 
versa dei seni degli angoli che formano colla terza. Nelle direzio- 
ni delle forze P, i) (lig. 45.") si prendano le parli AB, AC propor- 
ziouali alle loro intensità; e costruito il parallclegrammo ABDC, si 
conduca la diagonale AD, che saia proporzionale alla risultante il , 
e la rappresenterà in intensità e direzione: giusta la relazione ben 
nota che in un triangolo qualunque rettilineo passa tra i lati o i se- 
ni degli angoli opposti, avremo 

R : P : Q = AD : AB . BD = 

senABD : senADB : scnBAD = sen(P,Q) : scn(Q,R) : son(P,R). 

Sono dunque le tro forze rispettivamente proporzionali alle tre 
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quantità che abbiamo accennale nella proposizione; eia verità di 
questa è in lutto manifesta, se si confrontano a due a due le forze 
colle rispondenti quantità proporzionali. 

La stessa cosa è a dire di tre forze P, Q, R' che si fanno equi- 
librio intorno a un punto : perocché in questo caso una delle tre 
forze, per es. IV, essendo uguale ed opposta alla risultante R dello 
altre due, si avranno manifestamente i valori R=R', sen(Q,R) 
= sen[180° - (Q,K')j = scn(Q,R'), sen(l\R) = sen(P,R'); che 
sostituiti nella relazione espressa di sopra, ci dànno 

R' : P : Q = scnfP, Q) : sen(Q,R') : sen'P,R'). 

E cosi quando un punto materiale e libero si mantiene in equili- 
brio sotto l'azione di tre forze, vale per queste forze lo stesso teo- 
rema che abbiamo ora stabilito per due forze componenti e la loro 
risultante. 

25. Le medesime forze P, Q sono nella ragione inversa dei per- 
pendicoli eondolli sulle loro direzioni da un punto preso ad arbi- 
trio nella direzione della risultante R. Sieno p~Eil,q — EK 
(tìg. il. i perpendicoli condotti da un un punto E della risultante 
sulle direzioni delle forze componenti: i triangoli rettangoli ÀEK, 
AEI1 ci porgono i due valori q~ AE sen(Q,R), p =ss AE sen(P, R); 
dunque (24) sarà 

P : Q = sen(Q, R) : sen(P, K) — q:p. 

20. Forinole analitiche per determinare 1* Interniti* e 
la direzione della rlNultante di dne forze applicate a 
un punto. Rappresentando le due forze P e Q colle rette AR ed 
AC (fig. 46.'), e la risultante R colla diagonale AD del parallelo- 
grammo costruito con quelle rette, per la intensità della forza R noi 
otteniamo dal triangolo ARD la furinola trigonometrica 

(a) R = v P'+Q — <PQcosABD = v'r+Q'+MQ cos(P, Qj ; 
e per la direzione, dal numero 24 ricaviamo puro le forinole 
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|(P|R)= Qsen(P,Q) _ 



1 sen(l\K)= - — ^ 

' sen(Q , R)= Ze^Q) . 



Quindi t.° se le forze P e Q sono tra loro uguali, poiché la ri- 
sultante R divide allora per mezzo (19. 3.°) l'augolo delle compo- 
nenti, perciò la sua graudczza ci sarà data dalla forinola 

R = 2Pcos(P,R); 

la quale si ottiene col sostituire nella equazione (a) i valori Q= P, 
(P, 0) = 2(P, R), cos2(P, B)=W(P, R) — 1 . La prima dimo- 
strazione del parallelogrammo delle forze (20.21) suppone, rome 
principio evidente, che la risultante di due forze uguali divide per 
metà l'angolo fatto dalle loro direzioni; per conseguenza adoperan- 
do quella dimoslrazioue, non possiamo senza circolo vizioso dedurre 
quesla proprietà della risultante dalle formule (a'), le quali si ap- 
poggiano e sono fondate sopra la regola del parallelogrammo delle 
forze: ma ben possiamo inferire la detta proprietà della risultante 
dalle formolo («';■ che per P = Q ci dànno l'uguaglianze degli an- 
goli (P, R) e (Q, R), se la regola della composizione di due forze 
concorrenti in un punto si stabilisca colla seconda dimostrazione re- 
cata nei numeri (22 e 23). 

2.° Se l'angolo (P, 0) fatto dalle componenti è retto, dalla equa- 
zione (a) si ricava la formola R^v/P'-HQ*, che appartiene alla 
intensità della risultante; e dalle due equazioni (a') si ottengono le 
formole 

cos(P, R) = sen(Q,R)= , cos(Q, R) = sen(P, R) = ^ , 

ciascuna delle quali determina la direzione della medesima risul- 
tante: onde è pur manifesto che ciascuna delle due componenti ret- 
tangolari viene espressa dal prodotto della risultante pel coseno 
dell'angolo che fa con questa la sua direzione, ovvero dal prodotto 
della risultante per il seno dell'angolo che colla medesima risul- 
tante fa la direzione delFaltra componente. 
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3.° Quando si faccia uso della seconda dimostrazione del paral- 
lelogrammo delle forze, senza vizio logico si può dedurre dalle for- 
inole (a) ed (a') eziandio la risultante di due forze P e Q, che agi- 
scono secondo una slessa direzione. La formula (a) ci dà R = P-+-0, 
se le due forze componenti cospirano in una medesima parie e fan- 
no un angolo = 0°; ed R — ^= (P Q), se le componenti in una 
stessa direzione tendono in parti contrarie e fanno un angolo =180°: 
le formolo (a') ci dànno poi in lutti e due i casi ang. (P, R) = 0°= 
ang. (0, R); e cosi la risultante avrà la medesima direzione delle 
componenti, come già si sapeva a priori. 

27. Risoluzione di una forza data In due altre di di- 
rezioni determinate. La forza R-- AD (fig. 48.") si abbia a ri- 
solvere in due forze P e Q, le quali agiscano secondo le relle AX ed 
AY, sieno situate nello stesso piano e concorrano in un medesimo 
punto colla forza data R. Per l' estremità D meniamo due rette DC, 
DB rispettivamente parallele alle direzioni AX, AY: queste saranno 
tagliate in B e C, e nascerà così un parallelogrammo ABDC che ha 
per diagonale la retta AD, ond' è rappresentata la forza R. Sarà dun- 
que questa forza la risultante di due altre che corrispoudono ai lati 
dello slesso parallelogrammo, e si troverà di tal modo risoluta 
nelle due forze P= AB, Q = AC secondo le direzioni date. 

Passiamo ora a considerare il caso, in cui a un punto sieno ap- 
plicate tre forze, non posle in uno slesso piano. 

28. La risultante di tre forze, le quali concorrano in un punto 
e non sieno dirette in uno stesso piano, è rappresentata dalla dia- 
gonale del parallelepipedo costruito sopra le rette, che rappresen- 
tano le medesime forze. Le forze P, Q, S applicate al punto A 
(fig. 49. 8 ) si rappresentino colle rette AB, AC, AA': compiuto il 
parallelepipedo DA', si tirino la diagonale AD' e le rette AD, A'D'. 
La risultante delle forze AB, AC è rappresentata dalla retta AD; 
ma poiché la retta AD si dimostra uguale e parallela alla retta 
A'D', il quadrilatero ADD'A' è un parallelogrammo, e perciò la 
sua diagonale AD' rappresenta la risultante delle forze AD, AA': 
dunque AD' = R sarà la risultante delle tre forze AB = P, AC 
= Q, AA' = S. 
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29. Valore analitico e direzione della risultante d! 
tre forze rettangolari. Quando le tre forze sono costituite tra 
loro ad angoli retti, it parallelepipedo DA' sarà rettangolo: quindi 
i triangoli ABD, ADD' rettangoli in B c D ci daranno la for- 
ni ola 

(a") R= v/F + Q'-r-S' ; 

cioè la risultante di tre forze rettangolari equimle alla radice 
quadra della somma dei quadrati di tutte le componenti. 

Per ciò che si attiene alla direzione della risultante, congiunto 
il punto D' colle estremità delle rette che rappresentano le compo- 
nenti, avremo le tre forinole 

{a'") cos(P,R) = J , cos(Q, R) = ^ , cos(S, R)= -| 

che ci vengono offerte dai triangoli ABD', ACD', AA'D' rettangoli in 
B, C, A'. Anche nel caso presente è da avvertire che ciascuna delle 
tre componenti rettangolari viene espressa dal prodotto della risul- 
tante pel coseno dell'angolo che formano le direzioni dì quella e di 
questa. 

È poi manifesto che queste relazioni , che abbiamo ora sta- 
bilite fra tre forze rettangolari e la loto risultante, risguardano an- 
cora le rette, dalle quali sono rappresentale le medesime forze: sic- 
ché può dirsi generalmente che in un parallelepipedo rettangolo la 
somma dei quadrati de suoi tre lati intorno a un vertice equimle 
al quadrato della diagonale; che ciascun lato è uguale alla diago- 
nale moltiplicata per il coseno dell' angolo , che formano tra loro 
il lato e la diagonale; che in fine il coseno delt angolo formalo da 
ciascun lato e dalla diagonale, si esprime per il rapporto che pas- 
sa tra lo stesso lato e la medesima diagonale. 

30. ItlMolnxlone di una data forza In tre altre di dire- 
zioni determinate. Debbasi ora risolvere la forza R-- AD' io 
tre forze secondo le rette AX, AY, AZ che non sieno poste in uno 
stesso piano, ma concorrano in un medesimo punto colla direzione 
R. Per l'estremità D' conduciamo tre piani respcltivameatc paralleli 
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ai pi;in\ XAY, XAZ, YAZ: si formerà un p irallelepipcdo DÀ r , che 
ha per diagonale la iella AD'. Dunque la forza 11 rappresentata da 
questa rella equivarrà (20 alle Ire forze AB — P, AC = 0, A A' 
— S; e così si troverà decomposta in tre altre giusta le direzioni 
dale. 

31. È questo il luogo opportuno di annotare le tre relazioni, spel- 
lanti alla geometria analitica, rhe abbiamo accennate nel numero 
fXXXIX) della Introduzione. l.° Innalzando alla seconda potenza 
te tre equa/ioni {a"'. 29), e facendone quindi la somma, noi otte- 
niamo la forinola 

cos*(P, R) -h cos\0, R; -h cos'(S, R) = 1 , 

che ci somministra la relazione tra gli angoli fatti da una forza R 
colle direzioni delle sue componenti rettangolari : ma la forza R ò 
rappresentata da una retta nello spazio, e le direzioni delle sue 
componenti costituiscono tre assi rettangolari ; dunque la somma 
dei coseni quadrati degli angoli che fa una retta qualunque con 
tre assi ortogonali , è uguale costantemente all'unità. Se la forza 
o la retta giace nel piano XAY, sarà 

cos f (P,R) + cos'.'Q f R)==l . 

2.* Concorrano le rette AM, AM' ffig. ò'0. a ) nel punto A sotto 
un angolo e , e si rappresentino con r ed r' le loro lunghezze : sie- 
no a\ y, z le coordinate del punto M rispetto ai tre assi ortogonali 
AX, AY, AZ, menali per il punto A, in cui s'incontrano le due rette; 
e le coordinate del punto M' sieno x\ t/, Condotta la linea iella 
MM'— /, congiunti per mezzodì II II' i punti estremi delle coor- 
dinale z = M II, M'H', ed abbassati in fine dai punii M' ed 
H' i perpendicoli M'D, H'E sulle rette MH ed HK — y y sarà 

r) =Ftf 4- Wu = HH 7 ' -4- >7I>' = ÌFeVhEV MD*; 
ma abbiamo 

H E = AK — AK' ^x — j?, HE = HK — H'K' = y— y' , 
MD = M1I — M'H'=--s — z f ; 
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dunque 

r = (a--x') , -f-(t/-y / ) , + (z- 2 7, 

la qual formolo ci dà la distanza tra due punti espressa per le 
loro coordinate rettangolari. 

3.° Chiamiamo a, (J, gli angoli che fa la retla AM = r coi 
tre assi, ed /, 7', gli angoli che coi medesimi assi forma la 
rella AM' = r*. Le coordinale or, y. z sono presso un vertice i lati, 
0 le tre dimensioni di un parallelepipedo rettangolo (XXXII) che 
ha per diagonale la lunghezza r, e perciò vengono espresse (29) 
dai prodotti rcosa, rcos£, rcosv; parimenti le coordinate x' ,y\z r 
rappresentano i lati 0 le tre dimensioni di un parallelepipedo rettan- 
golo che ha per diagonale la retta r 7 , e si esprimono coi prodotti 
r'eosa, r'cos(ì\ r'eos-;': quindi atteso il teorema precedente (1.°), 
la forinola superiore (2.°) si può scrivere in questo modo 

/' = (rcosa — r'eosa )" -h (rcos£ — r^cos^)* -h (rcos-f — ^cosy')' 
= r* -+- r"— 2n '(cos a cos a' -4- cos £ cos $ -+- cos y cos -f). 

Dunque poiché nel triangolo AMM' si ha pure È l =r , -4-r'*— 2rr'cos£, 
sussisterà la formola 

COS £ = COS a COS a' COS P COS $ COS Y COS / 

che ci esprime la relazione tra l angolo di due rette nello spazio 
e gli angoli formati dalle medesime cogli assi ortogonali. — Se le 
due rette sono perpendicolari tra loro, cioè se e = 90° , avremo 

COS a COS a' -b COS ^ COS $ COS f COS Y = 0 \ 

e se di più le rette si trovano situale in uno stesso piano XAY, 

avremo semplicemente 

cos a cos a -+- cos % cos $ = 0 : 

cosi la condizione perchè due rette sieno tra loro normali , è questa 
che si annulli la somma dei prodotti dei coseni degli angoli che le 
medesime fanno cogli assi ortogonali. 

Da ultimo consideriamo il caso, in cui a un punto materiale sie- 
no applicale più forze in qualunque numero e direzione. 
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32. Composizione di più forse In ani» «ola. e decom- 
poitlzioiie di una forza In più altre applleate a uno Kte«- 
»o punto. Sicno p. es. quattro forze P = AB, Q = AC, S= AD, 
T = AE (fig. 51.") applicate al punto A e comunque diretlc nello 
spazio. Dalla estremità B della retta che rappresenta la prima for- 
za, si conduca una retta BC uguale e parallela alla seconda forza 
AC; quinci dal punto C si meni pure una reità CD' uguale e paral- 
lela alla terza forza AD, e dal punto D' una reità D'E' uguale e pa- 
rallela all' ultima forza AE : congiunto in fine il punto E' con A, 
la retta AE' rappresenterà in intensità e direzione la risultante R 
di tulle le forze. Conciossiactiè unendo i punti C, D', E' coi rispet- 
tivi punii C, D, E, e guidando le retto AC e AD', nei successivi pa- 
rallelogrammi abbiamo AC risultante delle due forze AB ed AC; 
AD' risultante delle forze AC e AD, ossia delle tre forze AB, AC, 
AD; in fine AE' risultante delle forze AD' e AE, ossia delle quat- 
tro forze date AB, AC, AD, AE. Da tutto ciò s'inferisce che la ri- 
sultante di più forze applicate a un punto è rappresentata da quel- 
la retta, colla quale si chiude il contorno di un poligono che abbia 
i lati rispettivamente paralleli alle direzioni delle forze e propor- 
zionali alle loro intensità. — Se il poligono descritto nel modo an- 
zidetto riuscisse chiuso da sè medesimo, è chiaro che la risultante 
si ridurrebbe a zero, e le forze sarebbero in equilibrio. 

Quanto al problema inverso, se sono date in un medesimo piano 
le rette AV, AX, AY, AZ, e la forza R = AE' da risolversi in quat- 
tro forze secondo quelle direzioni ; basterà condurre da prima le 
rette E'D' parallela ad AZ, D'C parallela ad AY, CB parallela ad 
AX fino all'incontro dell'asse AV in B ; e prendere di poi nelle ret- 
te date le parti AE = E'D', AD = D'C, AC = CB: la forza AE' 
si decompone cosi nelle quatlro forze AB, AC, AD, AE secondo le 
direzioni date; giacché da ciò che si ò detto poc'anzi, quella forza è 
la risultante di queste quattro. — Nel caso precedente sono date le 
direzioni delle forze componenti, e si vogliono determinare geome- 
tricamente le loro grandezze : se poi non sono date nè le grandezze 
nè le direzioni delle forze, nelle quali si abbia a risolvere la forza 
AE'; allora costruito ad arbitrio un poligono E'D'CBA, e condotte 
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lo rollo AE, AD, AC rispettivamente uguali e parallele ai lati E'D', 
D'(7, C'B, è chiaro die ili lai modo la forza AE' rimarrà decom- 
posta in quadro altre AB, AC, AD, AE. 

33. Formole relative alla rlNtiltante di annumero qun- 
ltinc|ue eli forate applicate a un p nlo. SioilO I*, P', P" , ... 
lo forzo applicato a un punto A (fig. 52.\i, o comunque diretto nel- 
lo spazio: U composiziono di questo forze facilmente si liduoe al 
caso di Irò forzo rettangolari. Infatti meniamo poi punto A tre assi 
ortogonali qualunque AX, AY, AZ ; e dinotiamo oon a, v; a ', 

gli angoli che fanno lo direzioni delle forze P,P',... coi mede- 
simi assi. Se ciascuna di questo forzo s'immagini risoluta in tre 
altro, dirette secondo gli assi, le componenti della forza P verranno 
espresse (29) dai prodotti Pcos a, Pcos Pcos 7; e somiglianti a que- 
sto saranno lo espressioni «lolle componenti delle altre forze: dovranno 
poi le componenti aversi in conto di positive odi negative, secondo- 
chè agiscono giusta gli assi dalle parti X, Y e Z, ovvero giusta i 
prolungamenti dogli assi dalle parli opposte. Chiamando X, Y, Z 
le rispettive risultanti 0 le somme algebriche (19. delle compo- 
nenti che sono diretto secondo i diversi assi, avremo tulle le forze 
ridotte a tre sole rettangolari 

f X = Pcos x H- P'cos «' H- P"cos a" ~-h ... , 

(a") J Y = Pcos £ + P'cos Jf P"cos &"-+-..., 

/ Z = Pcos v P'cos y -+- F'cos y" -+-.... 

Sia adesso U la risultante di queste Ire forze; ed a, ò, e sieno gli 
angoli che essa fa cogli assi: avranno luogo (29) i valori 

(O R-VX'+Y'-r-Z'; 

(a TI ) cos a , cos 6 =~ , cos c = 4~ . 

Ciò posto, se sono date le forze P, P', P" , ... in intensità e in 
direzione, dalle forinole (u") si ricaveranno prima i valori X, Y, Z ; 
di poi per mezzo della forinola (a T ) si conoscerà la grandezza della 
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risultante R di tutte le forze date, e colle forinole (a") si determi- 
nerà la sua direzione. 

34. A proposilo delle formule ora stabilite dobbiamo notare tre 
cose. 1.° Perchè nelle .formule '(a") abbiasi riguardo ai segni delle 
componenti Pcos«, P'cosa', ... secondo gli assi, basta considerare 
oome positive tutte le forze P , P' , ... , e attribuire solo ai falloni 
cos a, cos a', ... quei diversi segni che loro convengono per le leggi 
di trigonometria. Così p. es. se la direzione della forza P sia AB e 
formi un angolo acuto BAX— acoll'asse positivo AX, la sua com- 
ponente Pcos a giusta il medesimo asse sarà diretta verso X e do- 
vrà stimarsi positiva; se poi la direzione della forza P fosse p. es. 
l'opposta AB' e formasse coll'asse AX un angolo ottuso B'AX = tx, 
la stessa componente Pcos a sarebbe diretta verso X' e dovrebbe sti- 
marsi negativa : ora considerando la forza P come positiva in am- 
bidue i casi, e conforme alle leggi di trigonometria prendendo il 
fattore cosa positivamente o negativamente, secondochè l'angolo a'ò 
acuto ovvero ottuso, noi abbiamo positivo il prodotto Pcos a nel pri- 
mo caso e lo abbiamo negativo nel secondo: dunque il segno della 
componente Pcos a dipende solo dal segno del fattore cosa. 

2.' 1 prodotti Pcos a, P'cos a', P"cos a",...., dei quali si compone 
il secondo membro della prima equazione (o ,T ), si dicono le forze 
P,P',P",... stimate secondo l'asse XX'; e non sono altro in sostan- 
za, se non le proiezioni ortogonali delle medesime forze sopra il 
detto asse. Imperocché sopra un asse la proiezione di una forza è 
la proiezione della retta stessa, dalla quale viene rappresentata la 
forza in intensità e in direzione : ma la proiezione ortogonale di 
una retta sopra un asse si esprime (XXXlll. col prodotto del- 
la retta per il coseno dell'angolo che fa la medesima retta col- 
l'asse, ovvero con un'altra retta parallela all'asse ; e così i pro- 
dotti Pcos a, P'cos a', P"cos a", ecc. ci esprimono sopra l'asse XX' 
le proiezioni ortogonali delle rette, dalle quali sono rappresentate 
in intensità e in direzione le forze P, P', P" ecc. : dunque i mede- 
simi prodotti saranno pure lo espressioni delle proiezioni ortogona- 
li delle forze date sopra l'asse XX', che del resto può avere una 
posizione qualunque. 

Voi I. 13 
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3.° Quindi se col nome di proiezione senz'altro aggiunto intendia- 
mo, come nei principii di geometria analitica, le proiezioni ortogo- 
nali, è facile l'inferire che la proiezione della risultante R sopra 
qualsiasi asse o retta XX' equivale alla somma algebrica delle 
proiezioni di tutte le componenti?, P', P",... sulla medesima retta: 
poiché il valore X = Rcos o, che si ricava dalla prima forinola (a") 
e che ci rappresenta la proiezione della risullaule, sostituito nella 
prima forinola (a ,T ), ci dà l'equazione 

Rcos a — Pcos a 4- P'cos a' -+- F'cos a" 4-. . . ; 

e questa equazione è appunto l'espressione analitica del teorema 
enunciato. 

33. La risultante R di più forze P, P', P", . . . applicate a un 
punto, si può anche esprimere quanto alla intensità in funzione del- 
le forze componenti e degli angoli che queste formano tra loro, in- 
dipendentemente dagli assi o dagli angoli che te medesime compo- 
nenti fanno cogli assi coordinati. Infatti se noi innal/.iamo al qua- 
drato le tre equazioni (a IT ) del numero (33), e dipoi le aggiungia- 
mo insieme membro a membro, raccogliendo i fattori comuni ai 
diversi termini avremo una sola equazione 

X*4- V 4- Z'= P f (C08' a -f- COS' 2 -+- COs'v) 4- P" (C0S f a' 4-COS^' 

4- cos Y) -*-...-+- 8 PP'(cos a COS a + COS £ cos (f 4- COS f cos Y) 

4- 2PP"(cos a cos x 4- cos p cos fi" 4- cos y cos y") 

ma il primo membro di questa equazione equivale (20) al qua- 
dralo della risultante R; sappiamo inoltre (31) che la somma dei 
coseni quadrati degli angoli che fanno le direzioni di due forze con 
tre assi ortogonali, ò sempre uguale alla unità; e che la somma 
dei prodotti dei coseni degli angoli, formati dalle medesime dire- 
zioni delle due forze cogli assi, rappresenta il coseno dell' angolo 
che le due direzioni formano Ira loro: risulterà dunque la espres- 
sione 

R' == P« 4- P M -i- P"' + ... 4- 2 PP'cos(P,l ') 
4-2PP"cos (P,P")4-.... 
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Possiamo quindi conehiudere che il quadrato della risultante dì 
un numero qualunque di forze, applicate a un punto, è uguale 
alla somma dei quadrati di tutte le componenti, più la doppia 
somma dei prodotti di queste forze componenti, prese due a due 
e moltiplicate per il coseno dell'angolo che fanno tra loro. 

Se le forze applicale a un punto sono Ire sole, e le loro direzioni 
non si trovano in un medesimo piano; allora si avrà semplicemen- 
te R , = P l + P' l + r + 2PP'eos(P,F) + 2PP"cos(P,P") 
+ 2P'P"cos (P',F0> e di P' lu ,a forza R e le sue componenti verran- 
no rappresentale rispettivamente dalla diagonale di un parallelepi- 
pipedo, e dai suoi Ire lati o spigoli posti intorno a un vertice : 
possiamo dunque dire che in un parallepipedo qualunque il qua- 
drato della diagonale equivale alla somma dei quadrati dei tre 
lati sui quali è costruito, più due volte la somma dei prodotti di 
questi lati, presi due a due e moltiplicati per il coseno dell'angolo 
che formano tra loro. Diciamo in fine alcuna cosa intorno alla 
composizione delle forze, le quali si applicano ai punti estremi di 
una verga rigida. 

36. Compoalaslone di due forze applicate al punti 
estremi di una retta. Sieno P = AH, Q = BK (lìg. 53.») le for- 
ze applicate alle estremità della retta rigida AB = A ; si supponga- 
no situale in uno slesso piano, e facciano colla retta gli angoli BAC 
ss a,ABC=6. Per comporre le due forze in una sola, trasportia- 
mole nel punto C dove s'incontrano le loro direzioni, e formiamo 
quivi un parallelogrammo CU'FK' colle rette GH'=AH e CK'=BK; 
la diagonale CF rappresenterà la risultante R delle due forze P e Q. 
Trasportando di nuovo la forza CF nel punto D, in cui la sua di- 
rezione interseca la reità AB, ed esprimendola per la retta DE, 
avremo di questo modo determinala geometricamente sì l'intensità 
e la direzione della risultante, e si il suo punto di applicazione nel- 
la verga rigida AB. 

A determinare analìticamente queste medesime cose, abbiamo 
prima cus ACB — cos[180° — (a -h 6)] = — cos(a 4- b) ; e perciò 
quanto alla intensità della risultante sussisterà (26) la formula 
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(a™) R = Vi» -h^-ti'V -hh) . 

Dipoi quanto al punto di applicazione, posto AD = x, e per con- 
seguenza BD = A — x y e dal punto D condotti i perpendicoli p, q 
sulle direzioni delle componenti, abbiamo (25) la proporzione 

P: Q = q: p =(h — x) sen6: a; sena; 

dalla quale derivandosi la formola 

* ' h— x Psena ' 

conchiudiamo che il punto di applicazione della risultante nella 
retta rigida si determina, col dividere questa in due parti a; ed 
(h — x) inversamente proporzionali ai prodotti delle componenti 
per i seni degli angoli che fanno le slesse componenti colla retta 
rigida. Che se il medesimo punto si voglia determinare algebrica- 
mente, basterà risolvere l'equazione (a TiU ) rispetto alla quantità in- 
cognita x : si avrà così la formola 

Qh sen b 
Pseua-hQseuò * 

Ultimamente quanto alla direzione della risultante, chiamando 
a l'angolo che questa dovrà fare colla direzione della componente 
P, dal triangolo CFH' abbiamo l'equazione 

Q« = P'-+-R« - SPRcosa ; 

eiroe9ta colla sostituzione del valore R' datoci dalla formola (a vn ), 
ci somministra Y altra formola 

f ,»v P— Qros(aH-6) 
(A 1 *) COSa= ^ L , 

la quale ci fa conoscere l' angolo a, o la direzione della risultante. 

37. Se le due forze P = AH, Q— BK (fig. 54.') applicale ai 
punti estremi della retta AB non agiscono in uno stesso piano, se 
per es. una è orizzontale e l' altra verticale, non potranno più ri- 
dursi ad una sola forza risultante. Di vero supponiamo che siavi la 
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risultante R = DE ; potrebbe aver luogo ad uno slesso tempo l'equi- 
librio e il moto del sistema. Perocché nella ipotesi di una risultante, 
da un suo punto L può sempre condursi ad un punto 1/ della com- 
ponente p. es. BK una retta LL' che non incontri l'altra compo- 
nente AH, e può inoltre cotesla retta rendersi immobile e fissa: or 
da una parte per la resistenza della iella fìssa LL' rimanendo di- 
strutta la risultante DE, nel sistema dovrebbe stabilirsi l'equilibrio; 
dall' altra parte poi essendo pur distrutta dalla retta immobile la 
sola componente BK, dovrà nel medesimo sistema eccitarsi un qual- 
che movimento per l' altra componente Ali che si conserva intatta: 
dunque ammessa la risultante di due forze applicale alle estremità 
di una retta e poste io diversi piani, dovrebbe anche ammettersi la 
coesistenza del molo e dell'equilibrio in uno stesso sistema; ciò 
Gbe è assurdo. 

38. Compoililone e risoluzione delle velocità e del 
movimenti. Cade qui in acconcio di accennare alcuna cosa in- 
torno alla composizione delle velocità e dei movimenti prodotti da 
più forze che agiscono simultaneamente su di un punto materiale. 

Quanto alla prima parte, le velocità di un punto materiale e li- 
bero sono proporziouali (11. 14) alle forze che le producono, e deb- 
bono manifestarsi di necessità nella direzione delle medesime: dun- 
que potranno le velocità di uno stesso punto essere rappresentate da 
quelle rette, colle quali si rappresentano le forze corrispondenti; e 
perciò in ordine alla composizione e risoluzione delle velocità var- 
ranno quei medesimi principii del parallelogrammo, del parallele- 
pipedo e del poligono, che abbiamo già dimostrati per la composi- 
zione e ri soluzione delle forze. Quindi tra una data velocità e le sue* 
componenti sussisteranno quelle stesse relazioni, che passano tra 
una forza e le componenti di questa: così dovremo ammettere, a 
cagion d' esempio (29), che la risultante di tre velocità, impresse 
simultaneamente a un punto giusta tre direzioni rettangolari, sia' 
uguale alla radice quadra della somma delle medesime velocità 
quadrate; che ciascuna di queste velocità componenti equivalga ai 
prodotto della risultante per il coseno dell'angolo, che fa la ma 
direzione colla stessa risultante; e che per conseguenza il coseno 
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dell'angolo formato da ciascuna componente colla velocità risultan- 
te, venga espresso dal rapporto delle medesime velocità, compo- 
nente e risultante. 

Quanto alla seconda parte, osserviamo che V indipendenza scam- 
bievole (10) degli effetti di due o più forze, le quali agiscano simul- 
taneamente sopra un punto, si riduce a questo principio che quando 
un pun'o materiale libero viene determinato dalle azioni simultanee 
di più forze a più movimenti diversi , in virtù della combinazione di 
tu'ti i movimenti si troverà a ciascun istante e alla fine di un tem- 
po qualunque in quel medesimo luogo dello spazio, nel quale si tro- 
verebbe se le forze agissero separatamente sopra il punto, e i mo- 
vimenti di questo si effettuassero successivamente l uno dopo l'altro 
nella propria direzione durante il dato tempo. Ciò posto, facciamo 
che il punto maleri.de e libero A venga determinato simultaneamen- 
te dalle f«»rze I* e Q a percorrere in un tempo t con qualsiasi moto 
le rette AB, AC poste tra loro sotto un ango'o qualunque (fig. 46. a ): 
costruito il parallelogrammo ABDC, il mobile per l'azione separata 
delle forze descriverebbe successivamente, ciascuna nel dato tempo, 
le due rette AB e BD, delle quali la seconda è uguale e paiallela 
ad AC; dunque per l'azione simultanea delle due forze e per la 
composizione dei movimenti corrispondenti si lro\erà il mobile alla 
fine del tempo / nel punto D, ossia noli' intervallo di questo tempo 
passerà dalla posizione A alla posizione D. Se i due movimenti se- 
condi) le rette AB ed AC sono uniformi, il moto risultante del punto 
dalla posizione pi imiti va A alla posizione D sarà pure uniforme e 
rettilineo giusta la diagonale AD, come abbiamo dichiarato nel nu- 
mero (22). Se poi i due moti componenti per AB ed AC variano 
con una stessa legge e sono simili tra loro, se per es. sono tutti e 
due uniformemente accelerati, il moto risultante benché non equa- 
bile sarà però rettilineo giusta la diagonale AD: infatti si chiamino 
•j", y gli spazii che il punto A percorrerebbe separatamente in virtù 
dei moli componenti secondo le rette AB ed AC in uno slesso tem- 
po 0, e si dinotino con a ed a' due quantità costanti; saranno w ed y 
le coordinate variabili del mobile, ed alla line di un tempo qualun- 
que 0 deve trovarsi nel vertice opposto ad A del parallelogrammo 
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fatto colle medesime rette x ed y : ora dicendosi simili tra loro 
que' movimenti, nei quali gli spazi) percorsi vengono espressi dal 
prodotto di diverse quantità costanti per una medesima funzione del 
tempo, si avranno i valori x = a. ? (Q), t/ = a'. ? (0); e ne verrà 

quindi la equazione y — — x, la quale rappresentando (IV) una linea 

retta, ci mostra che il mobile tra le posizioni A c D incede con mo- 
vimento composto per la diagonale AD. Se in line i due moti com- 
ponenti por le rette AB ed AC sono dissimili tra loro, il punto ma- 
teriale si muoverà in una curva che passa per A e D, siccome mo- 
streremo a suo luogo nella Dinamica. — Di pari modo nel caso di 
tre forze che determinano il punto materiale a descrivere in un dato 
tempo tre rette non situate in uno stesso piano, si dimostra che co- 
struito con queste rette un parallelepipedo, il mobile A nel tempo 
dato perverrà al punto estremo della diagonale, incedendo per una 
linea retta o curva secondo la scambievole natura delle forze. Dal 
che si raccoglie per conseguenza che un moto rettilineo o curvilineo 
poti à risolversi in due o tre moli relliliuei, vale a dire che il molo 
di un punto materiale in una curva qualunque potrà determinarsi 
coi movimenti relliliuei delle proiezioni del punto medesimo sopra 
due o tre assi coordinali. 

Ma di cosiffatte cose tratteremo più distesamente in altro luogo: 
al presente chiudiamo questo primo capo, con applicare i principi! 
esposti alla soluzione di qualche problema. 

39. Problema i. La tensione di un filo sottilissimo o di una 
funicella AOA' (lig. oa. a ) non può essere maggiore di p libbre: 
cerchiamo il massimo angolo che possono fare Ira loro le due 
parti AO ed A'O, allorché la fune sostiene un peso p per mezzo 
di un anello mobile 0. Si trascura il peso della funicella e del- 
l'anello, ed inoltre si suppone nullo l'attrito tra quella e questo. 

Diccsi tensione di una fune la forza che agisce a una estremità 
secondo l'asse della medesima fune, quando l'altra estremità è fìssa: 
se poi la fune sia sollecitata nella direzione del proprio asse da due 
forze uguali e contrarie, la sua tensione avrà per misura la gran- 
dezza di una sola delle forze sollecitanti; e la misura della tensione 
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sarà la forza minore, nel caso che le due forze differiscano in in- 
tensità l una dall'altra. 

Ciò premesso, il peso p = OC che mediante l'anello è sostenuto, 
dalla funicella fissa in A ed A', si decomponga in due forze OE 
= r, OB'=f' secondo le direzioni delle due parti AO ed A'O ; le 
componenti /. t' che rappresentano le tensioni delle medesime parli, 
saranno uguali tra loro, stantechè nell'equilibrio la fune debba ri- 
manere ugualmente lesa da per tulio. Ne viene quindi che la dire- 
zione del peso p divida per melà (19. 3.°) l'angolo 2* compreso- 
dalie due parli della funicella, e abbia luogo (24) la proporzione 

p : i = sen 2x: scn % — 2sen a cos a : sen a = 2cos a: 1 , 

che ci dà poi la formola cos a = ^ . Or da questa formola ap- 
parisce che il massimo angolo a, ovvero il minimo valore cos a, 
corrisponde al massimo valore della tensione t; e come il massimo 

valore della tensione t per ipolesi è = p, così il m.issimo angolo at 

\ 

sarà = are. cos -a- =60.° Adunque 1' attrazione molcculare sa- 

rebbe vinta, e la funicella o il filo si romperebbe, qualora le sue 
parti facessero un angolo 2a maggiore di 120.° 

40. Problfnm il. Una catenella omogenea CAB' (fig. 56.*), 
parte giace distesa sulla lunghezza di un piano inclinato all'oriz- 
zonte, e parte pende liberamente secondo l'ultezza del medesimo 
piano : si cerca il rapporto tra le due parti AC' e AB' nel caso di 
equilibrio senza verun attrito. 

Sia ACB=a l'angolo, ond'è misurala l'inclinazione del dato pia- 
no a un piano orizzontale: abbassato dal punto A il perpendicolo* 
i AB sull'oi izzonle, la iella AC dicesi la lunghezza del piano inclina- 

to, AB V altezza, e BC la base. 

Ciò dello, sieno P e P' i pesi delle due parti AC e AB' della ca- 
tenella, i quali pesi possiamo riguardare come forze verticali ap- 
plicale ai punii di mezzo delle rispettive parti. Decomposto il pesa 
della porzione che è dislesa sul piano, ossia risoluta la forza ver- 
ticale P = BE in due forze, delle quali una sia diretta socondo la 
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lunghezza AC del piauo, e l'altra le sia normale, questa seconda 
componente rimarrà del tulio elisa per la resistenza del piano fis- 
so; la prima componente poi, espressa (26) dal prodotto Pscna, e 
diretta da D verso C, stante l'equilibrio dovrà essere uguale al pe- 
so della porzione che pende dietro il piano, cioè alla forza P' eh» 
nel sistema esercita la sua azione da D verso A. Poiché dunque la 
catenella si suppone omogenea e le sue porzioni diverse sono pro- 
porzionali ai proprii pesi, avremo 

AC: AB'^P: P' = P : P sen a = AC : AC sena = AC: AB; 

e così il rapporto tra le lunghezze delle due parti della catenella è 
lo stesso che il rapporto della lunghezza all'altezza del piano incli- 
nato, e non potrà per conseguenza la catena slare in equilibrio se 
le sue estremità non si trovino sopra una medesima iella orizzonta- 
le B'C. 

41. Problema m. Un punto materiale di peso P (fig. 57. a ) 
è mantenuto in equilibrio su di un piano inclinato da tre forze, le 

1 

quali equivalgono ciascuna a -g- P, ed agiscono l una dalla parte 

opposta alla gravità, t altra secondo la lunghezza CA del piano, la 
terza in una direzione parallela alla base CB. Domandasi l'incli- 
nazione del piano all'orizzonte. 

Chiamiamo a l'angolo della inclinazione che si domanda. Le due 

forze P o |p parallele alla altezza AB sono contrarie tra loro, & 

2 

si riducono ad una sola forza -j P nella direzione stessa della gra- 
vità; dunque il punto D posto sul piano inclinato sarà soggetto al- 

2 

l'azione di tre forze, cioè della forza P verticale e diretta verso 

1 1 

l'orizzonte, della forza -jP parallela alla base CB, e della forza ^ P 

che opera da D verso A. Ora se la prima e la seconda di queste 
forze si risolvano in due, una perpendicolare al piano AC e l'altra 
diretta sopra di esso ; le componenti normali rimarranno distrutte 
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dalla resistenza del piano fisso, e le componenti che agiscono se- 
condo AC, saranno contrarie tra loro e si esprimeranno (26; coi 

2 2 1 

prodotti — -g- Pcos{90° — a) = — P sen a, e P cos a. Adunque 

poiché il punto D si mantiene nell'equilibrio, sarà nulla la risultan- 
ti 1 9 
te delle forze P, 7 P cos a, — »P sen a, ond'è sollecitalo il me- 

OD O 

desimo punto giusta la lunghezza del piano; e sussisterà (19. 1.*) 
l'equazione 

-|p-+--ipcosa — | Pscna=0. 

Risolvendo questa equazione rispetto alla incognita a, otteniamo or- 
dinatamente 

1 1 1 

2sen a= H- cos a , 4scn a cos y a = 2cos' j a , 

a=2aictang* . 

42. Problema IV. Stando una porta ih equilibrio sopra due 
cardini C e C (fig. o8"j, posti in linea verticale, si detc. minino le 
forze onde sono spinti i medesimi cardini l'uno in fuori e l'altro in 
dentro, e si trovi ancora la forza di cui è gravala la loro linea. 
E dato il peso P della porta, la lunghezza e della linea retta CC 
che congiunge i due cardini, e la distanza c = DD' del centro di 
gravità della porta dalla retta c. 

Per risolvere coi principii già dimostrati questo problema che in 
altro luogo noi risolveremo più facilmente e in due ipotesi diverse 
colla teoria delle coppie, decomponiamo il peso verticale P in due 
forze Z e Z', l una secondo la retta CD che unisce il cardine supe- 
riore al centro di gravità della porla, e l'altra secondo la retta DC 
che unisce il cenilo D col cardine inferiore: chiamando a e P gli 
angoli che le componenti Z e V fanno rispettivamente con P, avre- 
mo (24j le due proporzioni 

P: Z = sen («-+-&): sen P: T =sen (*4-£): sen a; 
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e queste ci porgeranno i due valori 

7 _ 1* sen g „, Psen a 

~~ sen(a-Hi) ' ~~sen(x-4-&) ' 

Le forze Z e Z', applicale in D insieme con P, si trasportino nei 
punti C e C, e quivi si risolvano ciascuna in due altre componenti; 
cioè la Z in X orizzontale e in Y verticale, e la T in X' orizzontale 
ed Y' verticale secondo la linea dei cardini : dal teorema (26. 2.*) 
che risguarda le componenti i ottangolari di una forza, mediante la 
sostituzione dei valori Z e Z' che abbiamo ora trovali, risultano le 
quattro espressioni 

v „ P sen a son fi „ P cos a sen £ 

X = Zsena= -, — —t 1 - .\=Zcosx = — — f , 

sen(x-hfi,i sema-+-fi) 

Quindi 1.° le forze onde vengono sospinti orizzontalmente i due car- 
dini, sono Ira loro uguali ed hanno per valore assoluto 

P sen a sen fi P ^ 3 

~~ sen xeos p-+-eos x si n fi cotgx-+-colgfi c ' 

dove la sostituzione dell ultimo membro al penultimo proviene dai 

CD' 

triangoli rettangoli CDD' e f/DD\ i quali ci dànno eotga = -^— e 
colg fi = -V- , ed in conseguenza cotg a + colgfi= - r- 1 — > 

C 0 

= y : è poi manifesto che le due forze uguali X, X' sono contra- 
rie tra loro; perciò il cardine supcriore C è trailo infuori orizzontai- 

mente colla forza X = P — , ed il cardine inferiore C è spinto 

c 

indentro colla forza orizzontale X' = — P — . 

c 

2.° Quanto alla forza Q, di cui è gravata la linea verticale dei 
cardini, sussiste evidentemente il valore 
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Q = Y -H Y 



P(cos a sen 3 + sen a ros 
se» ( a -h 3) 



cioè la linea dei cardini è spinta in giù verticalmente secondo la sua 
direzione da tutto il peso della porla : questo peso devono sempre 
sostenerlo i due cardiui presi insieme ; ma le parli del peso che gra- 
vitano sopra l'uno e l'altro cardine, potranno essere diverse secondo 
la diversità delle condizioni del sistema o del problema. 



COMPOSIZIONE E RISOLUZIONE DELLE FORZE PARALLELE. 

43. insultante di d ie forar parallele che agiscono nel 
medesimo verso. Le forze P, Q parallele ed applicate ai punti 
estremi della verga rigida AB (lig. 59. a ) si rappresentino colle ret- 
te AH, BK ; ed ai punti A, B si applichino nella direzione della 
verga due altre forze AM e BM', uguali tra loro ed opposte. Com- 
piuti i parallelogrammi MH cdlVTK, si couducano le diagonali AN, 
BY: le forze rappresentale per queste diagonali si trasferiscano nel 
punto C, dove concorrono le loro direzioni e che può supporsi col- 
legato al sistema rigido; e sieno Cu, Cu' le due rette che in quel 
punto rappresentano le medesime forze. In line menala per il punto 
C la retta LL' parallela ad AB, e la retta CE parallela alle direzioni' 
P eQ, si risolvano di nuovo le forze Cn e Cu' in due componenti se- 
condo le retile LL' e CE per mezzo dei parallelogrammi mh, m'k : 
di lai modo, attesa l'uguaglianza dei triangoli Cwrn ed AMN, CroV e 
BM'N', avremo 

Cm = AM = BM' = Cm' , CÀ = AH = P , C1 = BK=Q. 

Ciò posto, siccome le forze uguali e direttamente contrarie AM e 
BM', ossia Cm e Cui' si distruggono a vicenda nel sistema; cosi 
la risultatile B delle due forze parallele AH = P, BK = Q sarà la 
stessa che la risultante delle due forze CA e CA\ cospiranti nella 
medesima direzione CE ; dunque (19. 1.*) sussisterà 
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H=€A-HC* = P-MÌ; 

vale a dire che la risultante di due forze parallele e rivolte verso 
una stessa parte, equivale alla somma delle componenti ed è loro 
parallela. 

Di più trasportata la risultante R dal punto C in DE ed applicata 
alla verga rigida nel punlo D, i triangoli simili ACD ed AHN, BCD 
e BKN' ci porgono le due proporzioni 

AD : CD — HN : AH = AM : P , 
CD : BD = BK : KN' = Q : AM; 

e da queste colla moltiplicazione dei termini corrispondenti nasce poi 
la terza proporzione 

AD : BD = Q : P, 

e si conchiude che la risultante R divide la retta AB, alle cui 
estremità sono applicate le componenti parallele P e Q, in due 
parti reciprocamente proporzionali alle stesse componenti. 

\\. Blttoluzlone di una forza In due «lire parallele e 

rivolte a una «tessa parte. Vogliamo considerare soloduc ca- 
si. 1.° La forza R = DE, applicata in D, si debba risolvere in due 
altre X ed Y applicate ai punti A, B della retta rigida ADB ; si cer- 
cheranno le stesse componenti X, Y. Abbiamo (43) 

<1) X:Y = BD:ADi; 

onde 

X -h Y: X = BD -4- AD: BD, X Y: Y = BD -h AD : AD 
ossia 

0) R : X — AB : BD , R: Y = AB: AD (3) 

e cosi le grandezze delle componenti verranno determinate dalle 
forinole 

Y_R BD v t> AD 

AB 1 Ì - R AB - ' 

Intanto si osservi ciò che ci mostrano immediatamente le tre pro- 
porzioni qui notate coi primi numeri , vale a dire che le tre forze 
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* 

R, X, Y essendo parallele, ed una risultando dalla composizione 
delle altre , due qualunque di esse stanno nella ragione inversa 
delle distanze tra i loro punti di applicazione e il punto a cui è 
applicata la terza forza in una medesima retta; ov vero ciascuna è 
proporzionale alla distanza dei punti d'applicazione delle altre 
due forze, scrìvendosi H : AB = X : BD = Y : AD. 

2.° La medesima forza R = DE, applicata in D, debbasi risol- 
vere in due componenti Q ed X , delle quali la prima sia uguale a 
una forza conosciuta BK e da applicarsi a un punto dato B; si cer- 
cherà l'altra componente X, e il suo punto di applicazione nella 
retta indefinita BD. Sia x la distanza del dello punto di applicazio- 
ne dal punto D : per sciogliere il problema avremo (43) le due 
formole 

X = R-Q, 2?L=S 

45. Risultante di «lue forze parallele che agiscono In 
%er*l contrarli. Le forze parallele P, Q sieno applicate ai punti 
A, B (fig. 60. B ) della verga rigida CAB; ed agiscano l'una in una 
parte, e l' altra nella parte opposta: supponiamo che la forza p. es. 
P sia maggiore di Q, e decomponiamola (44. 2.°) in due forze 
R e Q\ parallele e cospiranti nella medesima parte, di maniera per 
altro che la componente Q' sia uguale alla forza Q ed applicata 
nel punto B. Ciò fatto, potremo alla forza P sostituire le forze R e Q'; 
eppcrò la risultante delle forze P, Q sarà la slessa che la*risul- 
lanlc delle forze R, Q\ Q: ma la risultante di queste è la forza R, 
distruggendosi scambievolmente le altre forze Q' e Q che sono 
uguali ed opposte nella medesima dilezione; dunque la forza R è 
anche risultante delle due P, Q. 

Ora la forza R 1.° è parallela alle componenti P e Q, ed ayisce 
nel cetso della maggior componente, siccome appariste chiaro dal- 
la decomposizione a cui abbiamo sottoposto la forza P: 2.° equiva- 
le alla differenza delle medesime componenti; avvegnaché (i3 ; ab- 
biasi P — R-hQ', c perciò anche R = P — Q: 3.' passa per un 
punto D nella retta «1AB a tali distanze dai punti di applicazione 
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delle due componenti, le quali sieno tra loro nella ragione inversa 
di queste; perocché (43) sussiste la proporzione DA: BA = Q': R , 
e per conseguenza anche l'altra 

DA: DB = Q': Q'h-R = 0: P. 

Osserviamo che nel presente caso il punto D , a cui è applicata 
la risultante R nella verga rigida , cade manifestamente fuori del- 
l' intervallo AB delle due forze P , Q dalla banda della maggior 
componente: di più come le tre forze parallele P, Q' ed R, risullau- 
te e componenti dirette da una stessa parte ; così anche le tre for- 
ze parallele R , P e Q , risultante e componenti dirette in parli op- 
poste, sono proporzionali ciascuna alla distanza dei punti di appli- 
cazione delle altre due in una medesima reità. 

46. Le due proposizioni che abbiamo dimostrato geometricamen- 
te nei numeri (43 e 45), possono anche dimostrarsi coli' analisi nel 
modo seguente. — Applicando alle estremità della retta rigida AB 
(fig. 61 .*) le due forze P = AH, Q = BK, che concorrono nel pun- 
to C e sono situate in un medesimo piano , noi abbiamo ottenuto 
(36. a T, \ a T,, \ a ,x ) le tre formolc 

!R = v/ P' -+- Q ' - cos(a -4- b) , 
x _ Q sen b 
h—x P sen a * 
p _ Ocosfa 4- b) 
COSa= — ^ L 

per determinare l'intensità, il punto di applicazione e la direzione 
della risultante R. 

Facciamo ora girare la forza 0 = BK intorno al punto B, finché 
divenga BK' parallela all'altra componente P, e rivolta dalla mede- 
sima parte: in tal caso sarà a -+-6= 180"; e perciò cos(a-h6) 
= — 1 , sen b = scn(180° — a) — sena. Colla sostituzione di que- 
sti valori, le tre formolo (Ò) divengono 

R = P + Q> -jf^==-p,COSa=l; 
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dunque di nuovo la risultante di due forze parallele e cospiranti 
in una stessa parte equivale alla somma delle componenti, è a 
queste parallela (perocché l'angolo a riesce = 0°), e divide la ret- 
ta AB in due segmenti x ed (h — x) reciprocamente proporzionali 
alle medesime componenti. 

Seguitiamo inoltre a far girare la forza Q = BK' per altri 180 
gradi intorno al punto B, finché prenda la direzione BK" parallela 
ed opposta a quella della forza P : iu questo caso crescendo l'ango- 
lo 6 di 180 gradi, avremo 04-6= 360\ cos(a-M») = 1, sen b 
= sen(360° — a) = — sen a; e le forinole (6) ci darauno i valori 



■■ 

K 



COS a = ^ u ^ = =ì= 1 , 



dove si ha da prendere il segno superiore 0 il segno inferiore, se- 
condochè la forza P prevale a Q, ovvero questa a quella. Dunque 
nuovamente la risultante di due forze parallele ed opposte è ugua- 
le alla loro differenza, è parallela alle componenti ed agisce nel 
verso di quella che prevale (giacché se P è > Q , abbiamo cos a 
= 1, a = 0°, e perciò R riesce parallela alla componente P, e 
si dirige con questa dalla stessa parte ; se poi è Q > P, abbiamo 
cos a = — 1 , a= 180°, e per conseguenza R emerge bensì paral- 
lela a P, ma si dirige dalla parte opposta); passa infine per un tal 
punto nella direzione AB, che dista dai punti di applicazione delle 
componenti nella ragione inversa di queste. 

47. Quando le due forze P e Q sono uguali, allora non esiste più 
la risultante R; cioè due forze parallele, uguali e contrarie non 
hanno risultante, nè possono per conseguenza mettersi in equilibrio 
con una sola forza. Infatti 1.° non vi ha ragione, perchè nel detto 
caso la risultante agisca piuttosto dalla parte dell'una che dalla parte 
dall'altra componente; 2.° nel medesimo caso la prima formola (F) 
del numero precedente ci somministra R =0 ; 3.' dalla seconda 

ormola ricavandosi poi x = = ^ =*> , la risultante do- 
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vrcbbe essere applicata a un punto infinitamente lontano da A, ciò 
che non può in alcun modo verificarsi. Pertanto nell'ipotesi attuile 
la verga rigida AB, por l'azione simultanea delle due forze P e Q t 
prenderà un moto di rotazione intorno al suo punto di mezzo; e un 
tale effetto non può essere prodotto in un sistema libero da una so- 
la forza, come si mostrerà in un altro luogo. 

48. CompoNlxlonc di un numrro qualunque di forze 

parallele. Sicno 1.* per es. tre forze parallele P, P', P", lo qua- 
li agiscano su di un sistema rigido in un medesimo verso ; ed espri- 
miamo con R' la risultante di P e P', con R" la risultante di R' e 
P": poiehò (43) la risultante di due forze parallelo e diretto in una 
stessa parlo equivale alla loro somma, ed è pur loro parallela; per- 
ciò sarà R'=P-4- F ed R"= R'-+-P"=P-+- P'-H P", odi più am- 
bedue lo risultanti saranno parallele alle forze date. Di pari modo 
operando in un numero qualunque di forzo parallele P, F, P", P'",... 
che abbiano per risultante la forza r, otterremo generalmente l'e- 
quazione 

r = P P'-+-P"-+-r"'-4-...; 

e così la risultante di piti forze parallele e cospiranti in una 
medesima parte è uguale alla somma di tutte, ed insieme è loro 
parallela. 

Sieno 2.° a diversi punti del sistema invariabile applicate lo for- 
ze parallele P, P\ P" 0, 0', Q",..., lo quali agiscano lo une 

da una banda c le altre dalla banda opposta : dinotiamo con r la 
risultante delle prime forze, con r' quella delle seconde; e suppo- 
niamo che abbiasi por es. r> r\ Poiehò (45) la risultante di due 
forze parallele ed opposte equivale alla differenza delle medesime, 
è loro parallela ed agisce nel verso della componente maggiore, 
perciò se chiamisi R la risultante delle due forze r ed r', ossia di 
tulle le forze date, sussisterà (1.°) 

K- r- r' _ l'-f-P'-hP'' +...-(Q+Q'4-Q''-k..); , 

la quale risultante, oltre alfessere uguale alla differenza tra la 
somma delle componenti che cospirano in un verso e la somma di 
Vol.I. 14 
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quelle che cospirano nel verso opposto, sarà ancora parallela ath 
medesime componenti e rivolta dalla parte della somma fin grande. 

Quindi se le Forzo del sistema s'intendano in sè slesse positive 
o negative, sccondochè leudono verso una banda o verso l'altra, po- 
tremo scrivere 

R = p + P' -4- P" ... + 0 Q' + Q" 4- 

e dire che la risultante di un numero qualunque di forze parallele 
è uguale alla somma algebrica di tutte. 

49. Centro delle fòrze parallele. Abbiansi p. es. tre forze 
P, P\ P" parallele, rivolte verso una stessa parte ed applicate ai 
punti A, B, D, (fig. 62. •) di un corpo solido ed invariabile: sia W 
la risultante di P e P' col punto di applicazione in H; ed R sia la 
risultante di R' e P", ossia delle tre forze date, col punto di appli- 
cazione in K. Cotesto punto, la cui posizione dipende dalla posizio- 
ne dei punti di applicazione delle componenti, e che noi nel sistema 
chiameremo in modo speciale il punto di applicazione della risul- 
tante, dicesi il centro delle ire forze parallele. 

Ora la posizione del centro K si mantiene sempre la stessa, co- 
munque si rivolgano le forze componenti P, P', P" intorno ai ri- 
spettivi punti di applicazione, e comunque si alterino i loro valori 
assoluti, purché quelle componenti rimangano sempre parallele e 
serbino tra loro i medesimi valori relativi. Di vero le posizioni dei 
punti HeK vengono determinale (43) dalle proporzioni 

BH : AH = P: P', DK: HK = IV: P" P -h V: P"; 

p p _f_ tv 

sicché le medesime posizioni dipendono dai rapporti p- , — , 

secondo i quali debbonsi reciprocamente dividere le rette AB ed 
II D, onde sono congiunti i punii di applicazione delle componenti. 
Ma comunque si facciano girare le forze date intorno ai loro pun- 
ti, di applicazione, tino a tanto che esse si mantengono parallele, 
varranno sempre le proporzioni testò notale, e perciò la posizione 

P P -4- P* 

dei punii li e K dipenderà pur sempre dai rapporti p , — 
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di più cotesti rapporti restano costantemente gli stessi comunque si 
cangi la grandezza assoluta delle forze, purché si conservino le lo- 
ro grandezze relative. Dunque la stessa limane pur sempre la posi- 
zione dei punti H, K; per conseguenza sotto le condizioni anzidet- 
te la risultante delle forze parallele P, P 7 , P" passerà sempre pel 
punto K, e in questo centro costante ed immutabile potrà supporsi 
raccolta tutta l'energia delle medesime forze. 

Si dimostrerebbe ugualmente la proposizione, se le forze del si- 
stema fossero o più di numero, od opposte le une alle altre. Termi- 
niamo questa materia colla soluzione di aleuni problemi. 

50. Problema I. Decomporre una forza, la quale si applica 
a un punto D del piano di un triangolo ABC ffig. 63.'), in tre for- 
ze parallele alla forza data, e applicate ai vertici A, B, C del da- 
to triangolo. 

Supponiamo che il punto D cada dentro l'area triangolare ABC, 
e denominiamo le forze eon quelle stesse lettere, colle quali si desi- 
gnano i loro punti di applicazione: congiunta AD, e prolungata que- 
sta retta fino al suo incontro in E col lato BC, si risolva prima la 
data forza D in due A, E ad essa parallele e applicate ai punti A 
ed E; indi si decomponga la forza E in due altre B, C parimente 
parallele ad E, ed applicale ai punti B e C. Saranno A, B, C le tre 
forze richieste che agiscono tutte per lo stesso verso, e sussisteran- 
no (44. 1°) le proporzioni 

D. AE = A: DE-- E: AD, 

E: BC =B: CE = C: BE; 
dalle quali poiché si ricavano i quattro valori 

n v AE r DE n r CE r v BE 

D==L ' AD ' A==E Al) ' ' TuT ' - E ' BC ' 

perciò si avrà (dividendo questi valori tra loro e moltiplicando poi 
le frazioni per AD. BC) 

A E J)E^ CE BE 
= BC . AE : BC . DE : AD . CE : AD . BE . 
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Ora se noi congiungiamo BD e CD, sicché il triangolo dato ABC 
resti diviso nei triangoli BCD, ABD, ÀCD, e se inoltre abbassiamo 
i perpendicoli AA' e DD' sopra BC, ed i perpendicoli BB' e CC so- 
pra AD, risultano le espresssioni dei quallro triangoli 

ABC = i BC . AA' = j BC . AE sen AEB , 

BCD = j BC . DD' =y BC * DE son AEB • 
ACD = |-AD.CC'=^AD.CEscnAEB T 

ABD = ÌAD . BB'= 1 AD . BE sen AEB ; 

e perciò sussiste tra i quattro triangoli la relazione 

ABC : BCD: ACD : ABD = BC. AE: BC. DE : AD. CE: AD. BE. 

Dunque le quattro forze e i triangoli saranno vincolali tra loro me- 
diante la relazione 

D: A: B: C = ABC: BCD: ACD: ABD; 

vale a dire che avendosi tre forze parallele applicate ai vertici di 
un triangolo, e la loro risultante applicata in un punto dell'area 
triangolare, ciascuna delle quattro forze è proporzionale al trian- 
golo determinato dai punti di applicazione delle altre tre: data 
quindi una forza D e il suo punto di applicazione in un piano, e dati 
inoltre nel medesimo piano tre altri punti non posti in linea retta, o 
i vertici di un triangolo che contenga dentro la sua arca il punto D, 
in virtù della relazione dimostrata si potranno determinare le tre 
componenti parallele alla forza data e applicate ai tre vertici per 
mezzo delle formolo 

A-n 2™ B-n ACD r-n A™ 

* — V ABC ' ABC U ' ABC ' 

Abbiamo supposto che il punto di applicazione della forza data a 
risolversi cadesse dentro il triangolo ABC, e in questa supposizione 
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abbiamo sciolto il problema, trovando le tre componenti parallele e 
cospiranti in una slessa parte insieme colla forza proposta. Ora se 
supponiamo che il punto di applicazione D cada fuori del triangolo 
ABC, le due componenti A ed E, e per conseguenza le tre compo- 
nenti A, B, C non agiranno tutte per lo slesso verso della forza D : 
nondimeno sussistendo anche in questo caso (45) le proporzioni che 
ci hanno condotto al teorema enuncialo poc'anzi, si risolverà il pro- 
blema colle slesse formolo del primo caso, purché si abbia riguardo 
ai diversi segni dei triangoli che si rifeiiscono alle compimenti op- 
poste tra loro. Se i quattro putiti di applicazione D, A, B, C fossero - 
tutti in linea retta, il problema sarebbe indeterminato; perchè in 
tale ipolesi annullandosi ciascuno dei quattro triangoli che stanno in 
proporzione colle forze, il rapporto scambievole della risultante alle 

componenti si presenta sotto la forma -~ . 

51. Problema n. Tre uomini debbono trasportare una invola 
omogenea di uguale grossezza, e che ha la forma di un parallelo- 
grammo ABCD (lig. 64.*): sostenendo uno la tavola pel vertice A, 
tn quali punti dovranno sostenerla gli altri due, affinchè ciascuno 
di essi porli un ugual pesof 

1 pesi delle diverse parli di un corpo o di un sistema di corpi so- 
no forze verticali e parallele, come dichiareremo a suo luogo; e il 
centro delle forze parallele di gravità, onde vengono sollecitali gli 
elementi del parallelogrammo omogeneo ABCD, trovasi nel punto 
E, dove s'incontrano le diagonali AC e BD. Oltre a ciò nel triango- 
lo BCD la retta B'D' ehe unisce i punti di mezzo dei lati CB e CD, 
riesce parallela al teizo lato BD; epperò le due rette CE e B'D' si 
tagliano per metà nel punto E'. 

Ciò posto, chiamiamo P il peso della tavola concentralo nel pun- 
to E, e immaginiamolo quindi decomposto in due pesi applicati nei 
punti A ed E': i pesi componenti, siccome forze parallele, staranno 
tra loro (43) nella ragione inversa delle distanze AE, EE'; ed essen- 
do AE doppia della distanza EE', i pesi componenti equivarranno a 

1 2 

o P nel punto A, e a « I* nel punto E'. Risolvendo di nuovo questo 
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ultimo peso in due altri cbe gravitino sulle estremità della retta 
B'E'D', stante l'uguaglianza delle pai li B'E'eD'E', avremo in B' e IV 

1 i 

due forze uguali ad ^ P. E dunque manifesto che il peso della tavon 

la o del parallelogrammo si divide in tre parti uguali e raccolte nei 
punti A, B\ D': laonde se uno prende la tavola pel vertice A, due 
altri dovranno prenderla per ì punti mcdii dei lati ond ò compreso 
l'angolo opposto C, affinchè tulli e tre sostengano un peso uguale. 

b'2. ProWrn» in. Una trave omogenea A V (fig. 6o") che ha 
un peso di p libbre e la lunghezza di a metri, colle sue estremità 
si appoggia orizzontalmente sopra due mensole A, A'; e alla di- 
stanza BC = b dal punto di meizo C omo A sostiene un pilastro' 
di peso conosciuto P: si cercano le pressioni esercitate sopra i pun- 
ti di appoggio, o i pesi che aggravano l una e l'altra mensola. 

11 peso della trave omogenea essendo applicato nrl punto di mez- 
zo C, la distanza x di questo punto <lil punto D, pel quale pwssa la 
risultante P -h p delle forze parallele P e p, ci sarà data (43) dal- 
la proporzione 

x:b — x = P : p , 

ovvero dalla equazione 

Pò 

x= n - — . 

P4-p 

Ne viene quindi che le distanze tra il medesimo punto D, in cui 
si concentra il peso totale, e le due estremità della trave si espri- 
mano coi binomii 

1 Pò 1 . Pò 

t a - P^' I fl4 "P4^ ; 

e le due pressioni X ed X' sui punti di appoggio, ovvero i pesi com- 
ponenti di cui sono rispettivamente aggravate le mensole A ed. A', 
abbiano (44, 1.°) per valori 
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À = * — ■ ~ — — 

a 2 a 



CAPO 111. 



MOMENTI DELLE PORZE. 



53. Momento di uno dato forza rispetto a un punto. 

Difesi momento della forza P rispetto a un dato punto C il pro- 
dotto Vp d< Ila medesima forza per la perpendicolare /). che da quei 
punto si conduce sulla direzione della forza. Se il punto C e Osso e 
il perpendicolo p riguardasi come una retta rigida, il summculovala, 
prodotto Vp misure, à. l'intcnsilà di Ila rotazione, che la forza P pro- 
duce nel sistema o tende a produrre intorno allo slesso punto C: 
cotesto punto chiamasi ancora centro dei momenti. 

54. Teorematici momenti rispetto a un punto nel ca- 
tto di due forme eoncorrrntl Le forze P , Q concorrano sotto 
qualsiasi angolo in uno stesso punto K (lig. 66.°), e si rappresenti 
con U la loro risultante: un punto C, preso nel piano delle loi ze, al, 
di fuori o al di dentro dell'angolo delle componenti, oppure dell'an- 
golo opposto al vertice, sia il centro dei momenti; e da questo cent 
Irò si tirino i perpendicoli CÀ = p , CB = q , CD — r sulle rispet- 
tive dire/ioni delle forze. Congiunto il punto C col punto K per 
mezzo della retta CK— c, e menata per K un'altra retta, EE' per- 
pendicolare alla prima CK, immaginiamo che le forze sieno proiet- 
tate soprala retta EE': i prodotti ReosEKD, PcosEKV, QeosEKB 
ci esprimeranno (34. 2") le rispettive proiezioni della risultante e 
delle due componenti; adunque essendo uguale (3i. 3.°) la proie- 
zione della risultante sopra una retta alla somma, algebrica delle 
proiezioni, di tutte le componenli, avrà luogo liquazione 
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R cos EKD = P cos EKÀ -hQcos EKB . 
Ora è chiaro che cos EKD = cos(90° — DKC) = sen DKC = £ , 

cosEKA = scnAKC=£,eche si ha cosEKB==scnBKC=£, 

c c 

ovvero cos EKB = — cos E'KB = — sen BKC = — *- , secondo- 

c 

che il punto C trovasi fuori o dentro l' angolo delle forze compo- 
nenti ; sarà dunque 

Rr = Pp =t Qq : 

cioè il momento della risultante di due forze che concorrono in uno 
stesso punto, equivale alla somma dei momenti delle componenti, 
se il centro di que'momenti è collocato fuori oVH' angolo fallo dalle 
direzioni di queste; e per contrario equivale alla differenza dei 
medesimi momenti , se il centro è posto nell' angolo (P, Q) delle 
componenti. 

Supponiamo adesso che il punto C sia immobile, e che i tre 
perpendicoli r, p, q sieno altrettante rette inflessibili: in questa ipo- 
tesi vede ognuno che trasferite le forze alle estremità dei medesimi 
perpendicoli, le due componenti P e 0 tenderanno a muovere i loro 
punii di applicazione intorno al punto C in uno slesso verso, quan- 
do il cenilo dei momenti è collocalo fuori d< D'angolo (P, Q); ma che 
tenderanno a muoverli in versi opposti, quando il centro è situalo 
Dell' intervallo compreso dal medesimo angolo: dunque il momento 
della risultatile di due forze concorrenti, rispetto a un punto del 
piano determinato dalle loro direzioni, è uguale alla somma o alla 
differenza dei momenti drlle componenti, secondochè queste intorno 
al centro dei momenti tendono a far girare in uno stesso verso o in 
versi opposti i rispettivi punti di applicazione. 

55. Teorema del momenti rfepetto a un ponto nel 
ea«o eli due Torse parallele Qualunque sia 1 angolo delle for- 
ze, è sempre vera la conclusione del numero antecedente: sarà dun- 
que pur vera, quando l'angolo divenga uguale a 0', ovvero a 180°; 
e così il teorema dei momenti si estende al caso di due forze parai- 
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Icle, cospiranti od opposte. Se non che possiamo ciò dimostrare di- 
rettamente nel modo che segue. 

Sieno P, Q (fìg. 67.') due forze parallele e cospiranti in una 
stessa parte, e si dinoti con H la loro risultante: da un punto C preso 
nel piano delle forze conduciamo una retta CA perpendicolare alle 
loro direzioni; e nei punti d'incontro A, B, D intendiamo applicate 
le due componenti e la risultante. Sussisterà (43) V equazione 

Q . BD = P . AD : 

ma posto CA = p, CB=(/, CD=r , si ha AD = CA — CD = p— r, 
e BD = CD + CB = r + q coli' uno o coli' al Irò segno, seeondo- 
cbè il centro dei momenti è preso fuori o dentro le direzioni delle 
forze componenti. Dunque altcso anche il valore P -h Q = R, 
l'equazione scritta da principio prenderà la forma 

Rr = \>p =£ Qq : 

vale il primo segno, quando il punto C sta fuori delle forze compo- 
nenti, cioè quando queste tendono a far girare intorno al centro i 
punti di applicazione in uno slesso verso; vale poi il secondo se- 
gno, quando il punto C trovasi tra le direzioni delle componenti, 
cioè quando queste tendono a far girare in versi opposti i loro punti 
di applicazione intorno al centro dei momenti. 

Se le due forze P, Q (fig. 68 *) sono bensì parallele, ma agisco- 
no in parli contrarie; allora una di esse, per es. Q, deve notarsi 
col segno negativo: onde in questa ipolesi avrà luogo 1* equazione 

Rr = Pp m Qq ; 

• 

nella quale si ha da usare il segno superiore ovvero l' inferiore, 
secondochè il punto C cade fuori o dentro le direzioni delle compo- 
nenti, vale a dire secondochè le forze P e Q tendono a muovere in- 
torno al centro dei momenti i rispellivi punti di applicazione in 
parti opposte ovvero in una medesima parte. Per la qual cosa il 
teorema dei momenti rispetto a un punto resta dimostrato ancora 
nel caso di due forze parallele. A 

56. Teorema del momenti rKpetto a un punto nel ea- 
lio di più forze comunque dirette In un medesimo pla- 
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«• Le forze p. es. P, P 7 , P", tendano a far girare in un versoi punti 
di applicazione intorno al centro C situato nel loro piano; e le altre 
forze Q, Q' , Q" , . . . tendano a muovere i punti analoghi nel 
verso opposto: sia R' la risultante di P e P', od R" sia la risultante 
di R' e P", ossia delle tre forze P, V P"; sieno ancora p, p', p", r" 
ì perpendicoli condoni dal centro dei momenti sulle rispettive dire^ 
zioni delle medesime forze componenti e risultanti. Avremo (54.55) 
le due equazioni 

RV' = Pp P'p' , RV = RV -h Py ' ; 
e quindi la terza 

RV' = Pp-4-Py-f.py. 
Di pari modo otterremo 

rv"=o 7 -+-0Y-+-0V-^ 

esprimendo con R'" la risultante delle forze Q, Q', Q", . . . , e con 
r"\ 7, q\ q", . . . i perpendicoli abbassali dal punto C sopra le 
medesime forze, 1 istillante e componenti. 

Ora la risultante R di tutte le forze del sistema ha pure per com- 
ponenti le due forze R" ed R"\ alle quali abbiamo già ridotto quel- 
le prime: adunque poiché le due forze R" ed R'" tendono a muoxcre 
in parti opposte i rispellivi punii di applicazione inlorno al centro 
C, perciò chiamala r la perpendicolare che s' inlendc condotta dal 
centro sulla direzione della forza R, starà (54. 55} l'equazione 

Rr= R"r" - R'V"=Pp-hP'p'-hPy [Qq+ J V(f+ J Q!Y+ •••)? 
la quale possiamo anche scrivere in questa forma 

W R r = v p + PV -4- p Y + O7 + QV +9V -k. . 1 

purché riguardando come positivi i momenti di quelle forze che 
tendono a produrre il molo di rotazione in un verso inlorno al cen- 
tro fisso C, riscaldiamo come negativi i momenti delle altre forzo 
che tendono a generare nel sistema una rotazione contraria. — E4 
ecco come si enuncia la verità co tenuta nella equazione (e): se. 
più forze comunque dirette in uno stesso piano possono ridursi tut- 
te ad una sola, il momento di questa fprza risultatile, rispetto a un 
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punto qualunque del piano è sempre uguale alla somma algebrica 
dei momenti delle componenti. 

Dalla equazione Rr=R"r" - R'V" rilevasi ehe la risultante 
di due forze tende a far girare il sistema intorno a un punto iisso in 
quello slesso verso, in cui tende a farlo girare la componente che 
esercita una energia ed un momento maggiore rispetto al punto 
fisso. Se la risaltante R diviene nulla o passa per il centro dei mo- 
menti, nella equazione (c) si avrà Rf— 0; perciò si nell'una, come 
nell'altra ipotesi svanirà la somma dei momenti di tutte le forze 
componenti. 

57. Ho ni iito di min forza rispetto a nn plano. Chiama- 
si momento di una forza rispetto a un piano dato, il prodotto della 
medes ma forza per la perpendicolare menala dal suo punto di ap- 
plicazione sul piano. Cosiffatti momenti non sogliono adoperarsi se 
non per le forze parallele, e sono ben distinti dai momenti rispetto 
a un punto: imperocché i momenti relativi a un dato punto non di- 
pendono aff ilio dalla posi/ione del punto a cui è applicata la forza, 
ma solo dalla intensità e direzione di questa; laddove i momenti 
relativi a un piano dato dipendono dalla intensità di lla forza e dal- 
la posizione del punto a cui essa si applica, e non già dalla sua di- 
rezione. 

58. Teorema del momenti rfcprtto a un plano n«l 
•atto di più forar parallele. Sicno P e V (tig. 61). a ) (lue for- 
ze parallele, A e B i loro punti di applicazione, D il punto in cui 
la risultante (P-f- K) interseca la retta AB. Dai tre punti A, B, D 
abbassiamo sul piano XOY i perpendicoli AA' = s, BB^ = z', DO'; 
e per il puulo D conduciamo tra i pei pendiceli z e z' la iella 11K 
parallela alla retta A'D'B', che ò la proiezione della retta ABB so- 
pra il dello piano XOY. I triangoli simili ADII, BDK ci dàuno la 
proporzione 

AD. BD=rAIl: BK; 

Mia attese le proprietà della risultante di due forze parallele (43), 
abbiamo pure 

AD,: BD=P':fr; 
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dunque 

AH:BK=P':P, 

ossia 

DD' — z:z' — DD' = F: P, 

donde si ricava l'equazione 

(P-HP , )DD' = Pz-hP / 2 '. 

Il teorema contenuto in questa equazione, nella stessa maniera che 
quello dei momenti relativi a un punto (56), facilmente si estende a 
un numero qualunque di forze parallele ; colalchè chiamando R la 
risultante delle forze P. P', 1»",..., e z, ,2, z', z", ... i perpendicoli 
condoni sul piauo XOY dai rispettivi punii di applicazione delle 
medesime forze, risultante e componenti, potremo scrivere gene- 
ralmente l'equazione 

(c'ì Rz.^Pz + P'z'-hPV' -+-..., 

e così conchiudere che i7 momento della risultante di più forze pa- 
rallele rispetto a un piano qualunque, è uguale alla somma dei 
momenti omologhi delle componenti. 

- 59. Due cose sono qui da avvertire in proposito del teorema ora 
dimostralo. 1 .° Nel secondo membro dell' equazione (c r ) la somma 
dei momenti ò algebrica; dacché i medesimi momenti possono es- 
sere positivi o negativi, dipendendo i loro segni da quelli delle for- 
ze e dei perpendicoli condotti dai punti di applicazione sul piano 
XOY. Ora i segni delle forze parallele P, P\ P", ... sono identici 
o contrarli tra loro, secoudochè le medesime forze agiscono in 
una slessa parte o in parli opposte ; i segni poi dei perpendicoli 
z,z', z", ... sono positivi o negativi, seeondochè questi si trovano al . 
di sopra ovvero al di sotto del piano XOY. 

2.° Se i punti dove vengono applicate le forze parallele, si riferi- 
scano a tre assi ortogonali OX, OY, OZ, nella equazione {c'J cia- 
scun termine sarà il prodotto di una forza |>er la coordinata del 
suo put to di applicazione, parallela all' asse OZ, ossia relativa al 
piano XOY. Or noi osserviamo che sebbene le coordinate non fosse- 
ro rettangolari, e l'asse OZ s'iucliuasse sotto qualsiasi angolo al pia- 
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do XOY; pur Doodimeno avrebbe sempre luogo l'equazioDc(c'): eon- 
ciossiat hè le. operazioni che abbiamo fallo per islabilire la medesi- 
ma equazione, non suppongono se non il parallelismo delle forze fra 
loro, e dei perpendicoli z. z', 2,"...; e questo doppio parallelismo si 
mantiene anche nel caso delle cuoi din ite oblique. Dunque possiamo 
generalmente conchiudere che fin qualunque sistema di coordinale 
rellilinec il prodotto della risultante di più forze parallele per 
una coordinata del centro è uguale alla somma algebrica dei pro- 
dotti delle singole componenti per le coordinate omologhe dei pun- 
ti; nei quali sono applicate le stesse forze componenti. 

60. DPteritftlitKslonr tiri < nitro drllr forzi" parallele. 
S'immagini un sistema di forze parallele, applicale a diversi punti 
invariabilmente connessi fra loro, e sieno questi riferiti a tre assi 
rettangolari od obliqui OX, OY, OZ (fi*. 6*J. a ). Chiamiamo x, y, z 
le coordinate del punto, al quale è applicata una forza qualunque P 
del sistema; ed x t , t/, . z t le coordinale del centro, ossia del punto 
nel quale ò raccolta l'energia ili tulle le forze e si applica la loro ri- 
sultarne R: saranno Pj-, Pf/, Vz; ed \\x ì , Ry, , Rs, i rispettivi pro- 
dotti della componente P e della risultante R per lo coordinate dei 
loro punti di applicazione. Dunque designando colla lettera 2 una 
somma di tanti termini dt lla slessa forma (piante sono le forze del 
sistema, e facendo uso del teorema enunciato nel numero preceden- 
te, avremo 

R* f =2(Ps), Ry, = SfPy), R* t = 2(P*): 
e quindi a cagione (48} del valore U=2(P), otterremo ancora 

l(Vx) Z[Vy) __ l(?z) 

{C ' v v P) ' ÌJ >— 1(1'; 1 *«~~ 1(V) ' 

Con queste equazioni che furono date la prima volta da Varignon 
nel principio del secolo passato, si determinano le coordinale ret- 
tangolari ovvero oblique, e si viene cosi a conoscere la posizione 
del centro delle forze parallele: è poi evidente che per trovare il 
medesimo centro bastano due sole equazioni, quando le forze sono 
tutte applicate ai punti di uno stesso piano io cui si stabiliscano due 
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assi; e cbe basta in fine una sola equazione, quando i punti di ap- 
plicazione delle forze sono tutti situali in una stessa retta, la quale 
si prenda per uno degli assi coordinali. 

Del resto dalla teoria esposta bisogna sempre eccettuare il caso, 
io cui le forze parallele del sistema si riducono tutte a due forze 
uguali e contrarie, le quali non agiscano secondo una medesima 
retta; perchè allora non vi sarà (47) nò risultante, né centro delle 
forze. 

GÌ. Momento di un» forzi» rlNpcMo m un ussr, A un pia- 
no XOY sia perpedieolarc la retta o l'asse OZ; e una forza P, eo- 
monque dirotta -«elle spazio ed applicata a un punto A , s' immagini 
proiettata sopra lo slesso piano XOY: espressa con Q la proiezione 
della forza sopra il piano, e con q il perpendicolo menato dal punto 
0 sulla direzione di Q, il prodotto ()q dicesi il momento della forza 
P rispetto all'asse OZ. Pertanto il momento di una forza relativo a 
un asse dato non e altro, se non il prodotto della proiezione della 
medesima forza sopra un piano perpendicolare all' asse, per la di- 
stanza di quella proiezione da questo asse; con altre parole il mo- 
mento di unii forza relativo a un asse non è che il momento della 
sua proiezione su di un piano rispetto al punto, nel quale il piano ò 
intersecalo normalmente dall'asse. 

Si concepisca ora la forza P decomposta in due forzo, una pa- 
rallela all'asse OZ e l'altra al piano XOY : questa seconda compo- 
nente sarà rappresentata in intensità e direzione dalla stessa proie- 
zione Q della forza P sopra il piano XOY. Ondechè se I* asse OZ è 
Osso, c il punto di applicazione della forza P appartiene a uu corpo 
solido e mobile intorno ad OZ, il prodotto 0 il momento Qq misu- 
rerà la grandezza della rotazione che produce 0 tende a produrre 
sia la componente Q intorno al punto 0, sia la forza data P intorno 
all'asse OZ. 

Il teorema dei momenti rispetto a un asse sarà da noi enuneiato 
e dimostralo più opportunamente nel capo V: a conclusione di que- 
sto in cui siamo tuttora, risolviamo tre problemi che riguardano il 
centro delle forze parallele. 
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62. Probi**™** 1. Ai vertici A, B, C (fig. 70.*) di un trian- 
golo rigido si applicano Ire forze parallele e proporzionali ai lati 
opposti a, b, c: vuoisi determinare il centro delle tre forze. 

Sia k il rapporto costante tra le forze e i lati opposti ai vertici, 
nei (filali sono esse applicate; le medesime forze si esprimeranno 
pei tre prodotti fra, kb, kc. Ciò posto, se noi prendiamo il lato AB 
per asse delle ascisse e il lato AC per quello delle ordinale, le due 
coordinate AE = x, , DE = «/, del centro D che si ricerca, ci ver- 
tano date (60) dalle formule 

kb.c kc.b 
ka + kb + kc 1 ka + kb + kc ; 

tmd'è che le medesime coordinale risultano uguali fra loro, ed 
ianno il valore 

_ bc 

■ 

Or;i chiam'ramo $ la distanza AD del centro T> dal vertice A: è 
manifesto che la rolla AD divide per melà l'angolo A; quindi il 
centro delle tre forze parallele trovasi nella bisscttricc del medesi- 
mo angolo, e la sua distanza dal vertice ha per espressione 



8 = V x x 1 +■ y, 1 -r- lx ìVi cosA == v/ fc» t « + 2x t « (2cos' A-A-l) 

. 2kcos-|-A 

Di più se immaginiamo uua perpendicolare r, abbassala dal cen- 
tro D delle forze parallele sopra il lato AB, la lunghezza di questa 
perpendicolare sarà 

fascn A a area del triangolo 

r =i/,senA= . —2 : — — : 

Jt a-\-b-{-c pei unelro 

ma il doppio rapporto dell'area di un triangolo al suo perimetro, 
come ben sappiamo dalla trigonometria, rappresenta il raggio del 
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circolo inscritto al triangolo ; dunque il centro delle tre forze pa- 
rallele, applicale ai vertici del triangolo ABC in proporzione dei 
lati opposti , coincide col centro del circolo inscritto al medesimo 
triangolo. 

63. Problema II. Tre forze parallele p, p\ p" sono applicate 
a tre vertici A, B, C di una piramide triangolare ABCD (fìg. 71 .•): 
trovare la distanza S del centro delle tre forze dal quarto vertice 
D della piramide. 

Immaginiamo che per il punto D si condurano Ire assi rettango- 
lari, ai quali vengano riferiti i punii del sistema: chiamiamo a?, y, z 
le coordinale del punto A, dove è applicata la forza p ; e distinguen- 
do con uno o due apici le coordinale di-i punti B e C, dove sono 
applicale le forze p' e />", poniamo AD =a, BD = 6, CD = c. Le 
forinole (c") del numero (60) ci porgono per le coordinate del cen- 
tro i valori 

*~ P-+-J/ -+-//' ' p+p'+p" ' 

pz -\-p'z' -\-p"z" 

e noi liberando queste espressioni dai denominatori, innalzandole 
quindi al quadralo e sommandole insieme membro a membro, con- 
seguiremo una sola equazione 

-+-// 1 s' 1 -H/ ~\-p rrt ( j' ' , -\-y" i -+-3 ) 
^pp , (xx'+if !l '+zz')+*p ì / , ( i.r"+yf-hzz") 

Dove si osservi che le tre coordinate del centro che si cerea, e così 
ancora le Ire coordinate di ciascuno dei punti A, B, C, sono i lati 
di quattro parallelepipedi rettangoli che hanno rispettivamente per 
diagonale le disianze B, a, ò, c dei medesimi puuli dalla origine D : 
dunque se si chiamano *, 3, t gli angoli che forma la retta a coi 
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tre assi coordinati, e se si distinguono con apici i medesimi angoli 
rispetto alle rette b e c, giusta le cose notale alla fine del nume- 
ro (29), l'ultima equazione potrà scriversi in questo modo 

-4-2/)//. ab (cos z cos x' -4-cos p cos £'-4- cos y cos 
-+-2/)//'.oc(eos a cos a"-+-cos 3 cos p"-Kos y cos f") 
6c(cos a' COS a"-|-C08 COS £"-HCOS 7' COS f") ; 
e in fine, atteso il teorema del numero (31 . 3.°), prenderà la forma 

2pp'. ab cos(ff, b) -h 2pf>" ac cns(a % c) -4- 2p'/>". flc cos ' 6 , c) 

(p-f-p'-H/'")' 

La radice quadra di questa espressione ci fa conoscere la distanza 
del centro delle Ire forze parallele dal vertice D; giacché nella me- 
desima radice la distanza è viene d.ila in funzione delle tre forze, 
delle distanzerei loro punii di applicazione dal vertice D, e degli 
angoli che queste tre distanze fanno tra loro a due a due. 

04. Problema III. A tre punti fissi som applicate tre forze 
parallele; cioè p, [/costanti, e p" variabile: cerchiamo il luogo 
geometrico del loro centro. 

Sieno a, 6; //; a", b" le rispettive coordinate dei tre punti 
rispetto a due assi condotti nel piano, dove risiedono i medesimi 
punti: indicando con j-, // le coordinate variabili del centro dello 
Ire forze parallele, avremo (60) le due equazioni 

«p-f-rty-Mi 'y _ ip -f- //// -+- //';/' 

Ora se da queste si elimina la forza o la quantità variabile p'\ na- 
scerà la terza equazione 

py ■+• p'y - b P — b 'p' — n "— px-t-p'x — gp—aY 

b"-y — P — a »- x 

Voi. I. 15 
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óssi<i 

a"py +a"p r y - a"(ty+- b'jt) -h bpx -H b'p'x 
z=b"px+b"p'x^-b"(ap + a'p' ) -hapy -4- a'p'y ; 

e quindi H luogo geometrico del centro sarà (V) la retta rappresen- 
tata dalla equazione 

(b"-b)p-h{b"-h')p r a"(bp-+-Vp')—b"(ap+a'p') 
V— ( tt "-a)j>-Ka"-ci>' ( a "-a)p + (a" — a r )p' ' 

CAPO IV. 

EQUILIBRIO DI UN PUNTO MATERIALE, OSSIA DELLE FORZE 
APPLICATE A Iti PUNTO. 

65. Equilibrio di un punto affatto Ubero. 11 punto, al 
quale si applicano più forze in diverse direzioni, può essere libero, 
ovvero costi elio a stare sopra una data superfìcie o curva fissa: dob- 
biamo cercare le condizioni di equilibrio del punto materiale, ossia 
delle forze ad esso applicate, in ciascuno di questi tre casi. 

In primo luogo un punto materiale A (fig. 52. a ) si supponga af- 
falo libero, e venga sottoposto all'azione di più forze diversamente 
dirette nello spazio. Rappresentando con l* una qualunque di queste 
forze, conduciamo per il medesimo punto A tre assi qualunque or- 
togonali AX, AY, AZ; ed immaginiamo decomposta ciascuna forza 
in Ire altre giusta gli assi condotti: denotino X, Y, Z le risultanti 
delle forze componenti che agiscono secondo i diversi assi, ed R 
sia la risultante delle slessc forze rettangolari X, Y, Z, ossia di tulle 
le forze date; avremo (29. a") l' espressione 

Ora perchè il punto materiale non concepisca verun movimento e 
mantengasi nello slato di equilibrio, si richiede di necessità e basta 
questo solo che si abbia R = 0; dunque la condizione necessaria e 
sulliciente dell' equilibrio è riposta nella equazione 
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X'-hV-f-Z^O: 

e siccome questa equazione non può avverarsi, se nel primo mem- 
bro non si annulli ciascuno dei termini che per sè stessi sono tutti 
positivi; perciò nel caso di equilibrio dovranno sussistere insieme 
le tre equazioni 

X = 0, Y = 0, Z = 0. 

Oltre a ciò notati con a, (J, 7 gli angoli che la direzione della forza 
P forma cogli assi positivi, sappiamo che le tre componenti della 
stessa forza nelle direzioni degli atei si esprimono coi prodotti 
Pcos a, P cos P cos 7, e che la risultante di tulle le forze dirette 
in un medesimo asse equivale alla loro somma : per conseguenza 
avranno luogo i tre valori 

X=I(Pcosa), Y = £(Pcos3), Z=2(Pcosy); 

e le equazioni di equilibrio potranno scriversi ucl modo seguente 

(d) 1{? cos a) = 0 , £(P cos p) sa 0 , ^(P cos y) = 0 . 

In coleste aquazioni i termini compresi nel simbolo I lappi esentano 
nei singoli assi le proiezioni delle forze, onde è sollecitalo il punto 
materiale: dunque un punto libero e soggetto all'azione di più forze 
starà in equilibrio, quantunque volte si annullino separatamente 
le somme delle proiezioni di tutte le forze sopra tre assi ortogonali. 

GC. Vogliamo peraltro avvertire (he le proiezioni delle forze ora 
considerate si possono anche fare sopra tre assi comunque obliqui 
tra loro, e che per l'equilibrio delle medesime forze basta general- 
mente che si annullino ciascuna da sè le somme delle loio proiezioni 
sopì» tre assi, i quali non sieno paralleli a uno slesso piano, ovvero 
non sieno compresi lutti e tre in un piano stesso. Per dichiarare 
questa cosa, si osservi che in un poligono qualunque chiuso, sia 0 
no situato tutto in un piano, la somma algebrica delle proiezioni di 
tulli i suoi lati sopra un asse XX', è sempre uguale a zero: la ra- 
gline si e, perchè lei minando la proiezione dell'ultimo lato in quel 
punto dove incomincia la proiezione del primo, la proiezione di un 
punto mobile che percorra intei amento il contorno del poligono in 
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uno dei due versi opposti, di tanto avanzerà sopra Tasse XX' verso 
la parie per es. X , di quanto retrocede verso la parte X', e vice- 
versa. Di tal modo la somma delle parti percorse una o più volle 
dalla proiezione del punto mobile verso X, essendo uguale alla som- 
ma delle parli percorse verso X', ne segue che le proiezioni positive 
dei lati del poligono, unite insieme, saranno equivalenti alle proie- 
zioni negative, aggiunte pure le une alle altre ; e perciò la somma 
algebrica delle proiezioni di tutti i lati di un poligono chiuso sopra 

i 

una retla o un asse qualunque, riuscirà sempre uguale a zero. 

Ciò posto, dal numero (32) è manifesto elìcsele forze P applicate 
al punto libero A hanno una risultante nulla e si fanno equilibrio, 
il poligono delle medesime forze dovrà essere chiuso; per conse- 
guenza la somma algebrica delle proiezioni di lutti i suoi lati sopra 
un asse qualunque, giusta il principio premesso, sarà uguale a zero: 
ma i lati del poligono rappresentano i ispettivamente in intensità e 
direzione le forze applicate al punto materiale; dunque se queste 
forze sono in equilibrio, la somma algebrica delle loro proiezioni so- 
pra un asse qualunque sarà uguale a zero, e noi ci limitiamo a dire 
che saranno separatamele uguali a zero le somme algebriche delle 
proiezioni di tulle le forze sopra Ire assi che partano da uno stesso 
punlo e non sieno situali in uno slesso piano. — Viceversa sc ie 
somme algebriche delle proiezioni di tulle le forze sopra questi Ire 
assi sono nulle separatamente, le forze staranno in equilibrio tra 
loro: perche in tale ipotesi deve essere anche nulla sopra ciascuno 
dei tre assi la somma algebrica delle proiezioni dei lati del poligo- 
no, d i cui vengono rappresentale le foizc; e per l'annullamento di 
questa somma sopra ciascuno dei tre assi, si richiede necessaria- 
mente che il poligono riesci chiuso e che perciò la risiili mie delle 
forze sia zero. Infatti se il poligono delle forze applicate al punto 
materiale non riuscisse tutto chiuso, la somma delle proiezioni dei 
suoi lati sopra i tre assi anzidetti non potrebbe essere nulla nò ve- 
rificare l'ipotesi, eccello il caso in cui la retta, che si conduce per 
riunire i vertici estremi e chiudere interamente il medesimo poligo- 
no, fosse perpendicolare ai tre assi ed avesse per conseguenza so- 
pra di essi una proiezione nulla: ma una retta, benché possa essere 
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perpendicolare a tre assi che s' incontrano in un punto e giacciono 
in un medesimo piano, tuttavia non può mai essere perpendicolare 
a tre direzioni o assi che partendo da uno slesso punto non sono 
situati in un piano stesso; dunque nella ipotesi che le somme alge- 
briche delle proiezioni di tutte le forze sopra questi tre assi sieno 
nulle ciascuna da sè, il poligono delle forze medesime sarà chiuso, 
la loro risultante sarà uguale a zero, e nel sistema sussisterà l'e- 
quilibrio. 

Da tutto ciò si conchiudc apertamente che per l'equilibrio di un 
numero qualunque di forze applicale a un punto materiale e libero, 
è necessario e sufficiente che proiettandosi le forze sopra Ire assi 
Don posti in un medesimo piano, la somma algebrica di queste pro- 
iezioni risulti uguale a zero per ciascuno degli assi. 

67. Le proiezioni di ciascuna forza sopra i tre assi che abbiamo 
supposto collocati tra loro sotto un angolo qualunque e non situati in 
un medesimo piano, sono sempre proiezioni ortogonali ed espresse 
dal produlto della forza stessa per il coseno dell'angolo che forma la 
direzione di questa con ciascun asse: se gli assi sono ortogonali, per 
ogni forza le tre proiezioni sono le sue componenti rettangolari; eie 
tre somme delle componenti rettangolari di tutte le forze secondo i 
corrispondenti assi coordinati debbono essere nulle separatamente, 
affinchè si stabilisca l'equilibrio e il punto materiale rimanga in 
riposo. 

Somiglianti a queste sono le condizioni di equilibrio, se gli assi e 
le componenti delle forze sono oblique tra loro. Infatti designando 
con X', V, V le compimenti positive o negative di una forza qua- 
lunque P del sistema secondo tre assi obliqui, condotti nello spazio 
per il punto A , poi remo ridurre tutte le forze date a tre sole forze 
Z(X'), I(Y'), 1(1'), le quali agiscono sopra il punto materiale se- 
condo i tre assi coordinati, e sono nella direzione di questi assi le 
somme algebriche delle componenti di tulle le forze date: ora que- 
ste tre somme o forze di riduzione si comporrebbero in una sola 
forza diversa dallo zero ed equivalente a tutte le forze del sistema, 
ove nou fossero nulle separatamente ciascuna da sè; dunque poiché 
per l'equilibrio è necessario e suflìcienle che sia uguale a zero la ri- 
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stillante o la forza equivalente a tutte quelle del sistema , e poiché 
una tal condizione non si verifica se non coll'annullamento di ciascu- 
na delle tre forze sopraddette di riduzione; perciò anche nel caso de- 
gli assi obliqui all'equilibrio di un punti) libero è necessario e suffi- 
ciente la coesistenza delle equazioni =» 0, 2(Y') = 0, I(Z') 
= 0, cioè che secondo ciascun asse si annulli la somma algebrici 
delle componenti di tulle le forze applicate al punto. 

68. D'ordinario gli assi si prendono perpendicolari tra loro, e 
per esprimere le condizioni di equilibrio, si adoperano le tre equa- 
zioni (d) del numero (65) ; le quali verificate che sieno, il punto 
materiale e libero non si muoverà secondo i tre assi ortogonali AX, 
AY, AZ : e siccome un movimento del punto giusta un altro as4é 
qualunque potrebbe risolversi in due o Ire movimenti secondo gli 
assi ortogonali; così non movendosi il punto libero giusta i tre assi 
ortogonali, non potrà muoversi secondo verno altro asse, e rimar- 
rà in riposo. 

Se le forze «P sono tu te situale in uno slesso piano, per es. nel 
piano XAY ; allora facendo le loro direzioni un angolo retto rollas- 
se AZ, sarà C0S7 = cos 90° = 0 : laonde in questa ipotesi la terza 
equazione (d) è sempre soddisfatta, e per l'equilibrio basterà che 
si verifichino solo la prima e la seconda equazione, 0 si riducano 
a zero le somme delle proiezioni di tutte le forze sopra due assi 
condotti nel piano di queste. 

Le medesime equazioni 0 condizioni (rf), insieme con questa ulti- 
ma proposizione, valgono ancora a dinotarci l'equilibrio di un pun- 
to materiale che, posa su di una curva 0 di una superficie fissa, pur- 
ché Ira le forze applicate al punto si annoveri eziandio la resislenza 
normale, 0 la reazione della curva e della superficie. Senonchè io 
questi due casi le condizioni di equilibrio possono esprimersi in un 
modo che sia affatto indipendente dalla reazione, come difeino nei 
numeri che seguono. 

69. l'qullitirlo di un punto astretto 1» rimanere in 
una ««peritele fissa. Quando il punto materiale A (fig. 72* ) 
è assogetlalo a dimorare in una superfìcie piana 0 curva, allora 
per l'equilibrio non fa più mestieri, come nel caso di un punto li- 
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bero, cbe svanisca la risultante R di tutte le forze P applicate a| 
medesimo punto A ; ma è necossario ed insieme è sufficiente, cbe 
quella forza risultante riesca perpendicolare alla superficie, cioè 
agisca nella direzione della normale ISAN' condotta per A. Questo 
condizione è sufficiente all'equilibrio ; perchè ove la risultante R 
riesca normale alla superfìcie fissa, non potrà eccitarsi sopra la me- 
desima superfìcie nessun movimento nel punto materiale, non vi 
essendo ragione per cui il movimento debba incominciare piuttosto 
nella direzione di una cbe di un'altra qualunque delle tangenti, che 
si possono condurre alla superficie per il puulo A e sono tulle similr 
mente situate rispetto alla risultante normale; perciò questa forza 
risultante verrà distrutta interamente dalla resistenza della supet tjU- 
cie fissa, e costituirà tutta la pressione esercitata contro la medesi- 
ma supei fiele dalle forze appi irate al punto materiale. Inoltre la 
detta condizione è necessaria all'equilibrio: perchè se la forza in- 
sultante fosse obliqua alla superficie, poli ebbe essa decomporsi in 
due, l una normale e l'altra diretta nel piano tangente; e così di- 
strutta la prima componente, la seconda non incontrerebbe altro 
ostacolo al producimelo d«l suo effetto che l'attrito, e seuza queste 
farebbe scorrere il punto materiale sulla data superficie. 

Ora per esprimere coll'analisi la coudizione di equilibrio , sieno 
X, Y, Z le componenti della forza R secondo le rette AX, AY, AZ 
rispettivamente parallele a tre assi ortogonali : avremo (29) le for- 
inole generali 

X = Rcos (R,X), Y = Rcos(R, Y), Z = Rcos(R, Z). 

Bla perchè si stabilisca l'equilibrio, conviene che la direzione della 
risultante R coincida colla normale N della superfìcie nella posizio- 
ne in cui trovasi il punto mobile, come è detto di sopra ; dunque 
saranno 

(<f) X=Rcos(N,X), Y = Rcos (N, Y), Z = Rcos(N,Z) 
le equazioni di equilibrio; le quali ci danne anche la condizione 
(d") X : Y : Z = cos (N, X): cos (N,Y) : ees (N,Z). 
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Le quantità \ . V . Z rappresentano sopra gli assi (65) le somme del- 
le proiezioni di tutte le forze P, le quali sono direttamente applica- 
te al punto materiale A : quindi la condizione necessaria e sufficien- 
te per l'equilibrio di un punto mobile in una superficie, si è che 
le somme algebriche delle proiezioni di tutte le forze sopra tre as- 
si rettatujolari riescano proporzionali rispettivamente ai coseni de- 
gli angoli, che coi medesimi assi fa in quel punto una retta nor- 
male alla superficie. 

70. Questa condizione di equilibrio può anche stabilirsi in altro 
modo. La superfìcie su cui dimora il punto materiale , non fa che 
opporgli normalmente una resistenza uguale e contraria alla pres- 
sione, alla quale essa è soggetta per cagione delle forze applicale 
al mobile: potremo dunque sostituire alla supcifieie fìssa una forza 
perpendicolare N, cioè una forza la quale agisca in uno dei due ver- 
si opposti secondo la retta NAN' normale alla superfìcie nel punto, 
dove si trova il mobile; ed è chiaro che mediante questa sostituzio- 
ne si potrà riguardare il punto materiale, come se fosse interamen- 
te libero. Per la qual cosa essendo X, Y, Z sopra tre assi ortogo- 
nali le sommo algebriche delle proiezioni di tulle le forze applica- 
cele al punto che è costretto a rimanere uella superfìcie, l'equilibrio 
di un tal punto considerato come libero si avrà (63) insieme colle 
equazioni 

X-hN cos (N, X) = 0, Y -f- N cos (N, Y) = 0, 

(<*'") 

Z + Ncos(N, Z)==0; 

le quali, mediante la eliminazione della quantità incognita ed ausi- 
liare N, ci conducono nuovamente alla condizione dell' equilibrio 

X: Y: Z = cos(N, X): eos(.N, Y): cos(N, Z) . 

Del resto la resistenza normale N, che nel caso di equilibrio la 
superfìcie oppone alle forze date o al punto materiale da queste sol- 
lecitalo , si ricava facilmente dalle equazioni precedenti che si pos- 
sono scrivere NW(N, X) = X\ NW(N, Y) = Y\ NW(iN, Z) 
e=Z'; poiché la somma dei membri corrispondenti di queste equa- 
zioni ci porge (31. l.°) in valore assoluto N = V 7 X 1 V -f-Z\ 
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Tale sarà pure in valore assoluto la pressione esercitata dalle forze 
date contro la superfìcie fìssa , pressione ebe è sempre uguale ed 
opposta alla resistenza attuale della medesima supeificie, e nello 
stato di equilibrio non è che la risultante stessa (69) di tutte le for- 
ze applicate al punto mobile: onde in pratica bisognerà calcolare 

la espressione \J X* -H Y 1 -h V per mezzo delle formole (a IT ) del 
numero (33), a fine di conoscere la iulensità della risultante norma- 
le R, o della pressione che nell'equilibrio delle forze si produce con- 
tro la superficie fissa, e quindi giudicare se questa sia capace di op- 
porre una eguale resistenza. 

IV. La proporzionalità che ha luogo tra i sci termini notali di 
sopra, e nella quale è riposta la condizione necessaria e suffi- 
ciente dell' equilibrio di un punto A assoggettato a rimanere su di 
una data superficie, equivale a due equazioni distinte; e in queste 
equazioni i coseni degli angoli (N, X), (N, Y), (N, Z) che con tre 
assi ortogonali fa la normale NAY alla superficie nel punto A, e 
che noi per brevità designeremo con a, (S, e y, si debbono deter- 
minare in funzione delle coordinate x. y, z del medesimo punto 
mediante l'equazione ond ò rappresentata la data supeificie. Non 
avendo noi trovate nei principi! del calcolo le formole che si riferi- 
scono ai coseni degli angoli sopraddetti, ci conviene trovarle in 
questo luogo. 

L' equazione di una superficie qualunque riferita ai tre assi orto- 
gonali, ai quali sono rispettivamente parallele le rette AX, AY, AZ 
considerate di sopra, ossia la relazione Ira le coordinate di qual- 
siasi punto della medesima supeiticie, può scriversi sotto la forma 
2 = ? (x, y); e così essendo la variabile z una funzione esplicita 
delle altre due variabili indipendenti x ed y, si avrà la equaziono 
differenziale 



Si chiami n una lunghezza presa sopra la normale NAIV dal punto 
A, ossia (x, y, z), della superficie data sino a un punto arbitrario 



(i) 



, dz , dz 
az — -j— (ix ■+■ j— 
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(a, 6, c) da una parte o dall' altra della superficie medesima; sus- 
sistendo (31.fc. e ) la relazione »* =(ar— a)*-+-(y — &)'-4-(x— c)\ 
sarà pure 

ndn sa (a? — a) <fo -f- — 6) rty -h (: — c) <fs : 

e poiché le Ire differenze (x — a), (3 — 6), ( ; — c) formano in» 
torno a un vertice i lati di un parallelepipedo rettangolo che ha per 
diagonale la retta n , e si esprimono (29) coi rispettivi prodotti 
ncosa, ncosp, ncos^; perciò l'equazione precedente si ridurrà 
a quest'altra 

d n = eos aè + cos $dy -+- cos 7 di . 

Ora la retta n, normale com'è alla superficie, deve pur essere la 
minima 0 la massima tra tulle le rette che dal punto (a, 6, c) si 
conducono alla medesima superficie nelle vicinanze del punto 
(x, 2): dunque dovrà svanire il suo differenziale, e si avrà per 
conseguenza cos a dx -h cos £ dy -+- cos 7 dz = 0 ; dalla quale equa- 
zione eliminando noi la quantità dz per mezzo del suo valore (1) 
notato poc' anzi , otlerremo tra gì' incrementi dx e dy la relazione 

^^-cosY-hcosajrfx-r-^^ cos 7 cos $^ dy =■ 0 . 

Siccome poi colesta relazione 0 equazione deve sempre sussisle- 
re, quando nella superficie data si passa dal punto [x, y y z) a un al- 
tro punto qualsiasi infinitamente vicino; cioè siccome V equazione 
deve sempre verificarsi, qualunque sieno le variazioni infinitesime 
dx e dy, e qualunque sia |>or conseguenza in valore e segno il loro 
rapporto, così sarà di mestieri che di per sè vadano separatamente 
a zero i coefficienti delle medesime variazioni: ne risultano quindi i 
due valori 

dz . dz 

cos a = — -j- cos y , cos £ = — ^- cos 7 ; 

i quali sostituiti nella Corniola ben nota cos'x-f- cos'^-Hcos'f = 1, 
ci danno in funzione delle coordinate x ed y Y espressione del cose- 
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no di y, e mediante questa anche le espressioni dei coseni di a e 
vale a dire 

dz 



dx 

cos a == — 



1 



cos v = 



In queste espressioni il radicate si prenderà positivo o negativo, se- 
c^dochè sarà acuto ovvero ottono l'angolo -r, formato coli' asse po- 
sitivo delle z dalla porzione della normale NAV che si considera ad 
arbitrio; e nelle medesime espressioni, applicate all'equilibrio del 
punto A posto nella superficie data, il radicale si dovrà prendere 
col segno positivo o negativo, secondochè sarà acuto ovvero ottuso 
l'angolo y» che coli' asse positivo delle z farà la risultante R di tulle 
le forze, diretta giusta la normale NAN'. 

72. Se l'equazione della superficie venga proposta sotto la forma 
ffa y, z) =z 0, o più semplicemente f= 0, dove una variabile per 
es. z è necessariamente una funzione determinala delle altre due va- 
riabili indipendenti x ed y\ allora i valori delle derivate della fun- 
zione implicita 2 rispetto alla x e alla y sono 

dz d£ àf . èt 

dx" dx ' dz ' dy dy ' dz 1 

come abbiamo veduto nel numero (LXXX) della Introduzione. Quin- 
di si avrà 
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e per conseguenza le tre espressioni del numero precedente, relati 
ve ai coseni degli angoli che fa la normale alla superficie nel punto 
(ir, y, z) coi tre assi ortogonali, diverranno 



cosa = 



dx 



cos p =;; 



àf 



COSY = 



àf 
1 



Queste ultime espressioni sono in funzione delle Ire coordinate flP, 
y, z del punlo mobile A, assoggettato a rimanere su la data super- 
ficie; e sì debbono adoperare nella condizione analitica dell' equili- 
brio (C9. <f"), quando l'equazione della superficie ci si presenta sotto 
la forma fix, y, z) — 0. 

Sostituendo nella medesima condizione analitica dell' equilibrio 
in vece dei termini cos(N, X), cos (IV, Y), cos(N, Z) i valori cosa, 
cos 3, cosy che abbiamo ora ritrovati, e togliendo dipoi il fattore 
comune ai termini delle frazioni, avremo per risultato X : Y : Z 

= S ** 3y : E ' 6 cos ^ ^ a condizione necessaria e sufficiente ali equi- 
librio di un punto materiale costretto a dimorare su di una super- 
ficie f=0, si riduce anche a questo che le somme algebriche di 
tutte le forze sopra tre assi rettangolari sieno rispettivamente pro- 
porzionali alle derivate parziali della equazione della superficie, 
riferite alla posizione del punto stesso materiale. 
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13. Notiamo in fine quattro cose. 1.* Quando viene data la posi- 
zione del punto materiale nella superficie, bisognerà che le sue 

X Y 

coordinate verifichino le due equazioni ... v . =: — , v v . 

n cos(IS,X) cos(iN, Y) 

= ^ , ovvero le due equazioni equivalenti X: ^ = Y: ^ 

= Z: afiinchè il mobile nella data posizione si mantenga nello 

stato di equilibrio. Quando poi non è nota la posizione del punto 
materiale nella superficie, allora per mezzo delle medesime due 
equazioni di equilibrio, congiunte colla equazione della superficie 
data, si determineranno le tre coordinate di uno o più punti della 
stessa superficie; ed è chiaro che nei punti per tal modo determina 
ti le forze proposte verranno distrutte, e il mobile resterà in equi- 
librio. 

2. ° Se il punto materiale è solamente appoggiato alla superficie, 
sicché possa anche muoversi fuori di essa; allora per I' equilibrio, 
oltre alle condizioni che abbiamo già esposte, farà pur meslieri che 
la risultante K di tutte le forze applicale al punto, colla sua aziono 
lo sospinga contro la slessa superficie resistente: per giudicare poi 
se questa nuova condizione sia o no adempitila in ciascun caso par- 
ticolare, mediante le formolo (d f ) del numero (09) converrà determi- 
nare gli angoli che coi tre assi ortogonali fa la medesima risolan- 
te R , diretta nello stato di equilibrio giusta la normale N, come si 
è già dello più volte. 

3. ° Se le forze P, applicale al punto materiale, sono tutte diretto 
in uno stesso piano, per es. nel piano X AZ parallelo al piano delle & 
e delle z ; è chiaro che in tal Paso agirà pure nel piano delle forze 
date la loro risultante R , e nello slato dì equilibrio dovrà anche tro- 
vatisi la normale NAY: il perchè nella detta ipolesi avendosi 
cos(N,Y) — cosOO 9 = 0 ed Y=0, la seconda equazione (d r ) si ri- 
durrà a una espressione identica; e così rimanendo questa equazione 
sempre soddisfalla, per l'equilibrio del punto materiale basterà che 
si avveri la proporzione X : Z = cos(N,X): cos(N,Z). 
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i.° In generale < ju nulo la posizione del punto A è conosciuta nella 
superfìcie, si può prendere la normale AN per uno degli assi coor- 
dinati, per es. si può prendere AN per l'asse delle z : in questi di- 
sposizione il piano XAY - riuscirà tangente alla superfìcie data nel 
punto A; gU angoli (N,X) ed (N f Y) saranno retti, e l'angolo (N',Z) 
sarà nullo «vvero = 180°. Laonde le equazioni (rf'") del numero (70), 
dalle quali viene anche espresso l'equilibrio, divengono X^=0, Y 
= 0, Z N = 0: le prime due equazioni ci mostrano che nel caso 
dell'equilibrio le componenti delle forze applicate al mobile si distrug- 
gono tra loro a vicenda nel piano tangente , e la terza ci dice che 
dalla resisi' aza della superfìcie sono distrutte le sole componenti di- 
rette secondo la normale o l'asse delle z. 

74. Unullibrl» di un punto atftrrtto a rimanere In un» 
curva fl»*a. Anche in questo caso sia B la risultante di tutte le 
forze l* applicate al puuto materiale A (fig. 72 a ); ed X, Y, Z sieno le 
componenti di R secondo le rette AX, AY, AZ rispettivamente paral- 
lele a tre assi ortogonali, ovvero sieno le somme algebriche delle 
proiezioni di tutte le forze date sopra i medesimi assi. Affinchè ab- 
bia luogo l'equilibrio, la condizione necessaria e sufficiente, come 
nel caso di un punto situato in una superfìcie (69), consiste iu que- 
sto che la risultante R riesca perpendicolare alla curva data , ossia 
alla tangente TT' della medesima curva nel punto A. Chiamando dun- 
que v gli angoli che fa una parte della tangente cogli assi po- 
sitivi, e //,/,/ gli angoli formali dalla direzione della risultante 
coi medesimi assi, in virtù del teorema dimostralo nel numero 
(31. 3.°), per esprimere l'equilibrio avremo l'equazione cos a cos)/ 
•4- cos |a cos •/ -l- cos v cos v' = 0 : ma giusta le formule (a"') del nu- 
mero (29) sussistono sempre le relazioni 

X Y Z 

eos // = y » 008 P = Ti" » cos v ' = "ft ' 

dunque la condizione di equilibrio per le forze che sollecitano il pun- 
to A costretto a dimorare sopra la curva, sarà espressa dalla sola 
equazione 

(d ,T ) X cos >. -h Y cos p. -4- Z cos v = 0 . 
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75. Qoesta medesima equazione di equilibrio possiamo anche 
stabilii la, considerando come nel caso precedente (70) la resistenza 
che oppone normalmente la curva alle forze date P. Si dinoli con N 
la forza che può sostituirsi a una tale resistenza, cioè una forza che 
agisce secondo una retta NAY situata comunque nel piano per- 
pendicolare atta tangente TAT' in A, ed è uguale e contraria alla 
pressione sostenuta dalla curva: quando nel sistema s introduce la 
forza N invece della curva tissa, il punto materiale A si risguar- 
da come se fosse affatto libero; perciò designati con /, wi, n gli an- 
goli che fa la direzione della medesima forza IS coi tre assi coordi- 
nati, le equazioni di equilibrio saranno (65) 

X~hNcos/=0, Yh-Ncoswi~0, Z-t-Ncosn = 0. 

A ime di eliminare la quantità iucognita N e gli angoli ad essa re- 
i, moHiplichianto le tre equazioni rispettiva ente «per i coseni 
degli angoli X, jx, v formati dalla tangente TAT' cogli assi, e di- 
poi uniamo insieme colla somma le tre equazioni risultanti : attesa 
(31 . 3.°] la relaziono cos / cos a -+- cos m cos ja cos n cos v = 6 , 
otterremo nuovamente la condizione di equilibrio espressa dalla 
fornidia 

X cos X -h Y cos |x -f- Z cos v = 0 . 

Osserviamo di passaggio che in virtù delle tre equazioni prece- 
denti le componenti rettangolari Ncos/, N cos in, N cos» sono 
uguali ed opposte alle componenti X, Y, Z della forza R: laonde la 
forza normale N , ossia la i-esistenza della curva nel caso di equili- 
brio, sarà pure uguale ed opposta alla risultante di tulle le forze , 
che agiscono sopra il punto mobile e sono date : ma la della forza 
N è anche uguale ed opposta alla pressione, che soffre la curva per 
ragione delle forze applicate al mobile ; dunque nello stato di equi- 
librio cotesti! pressione, come già sapev amo per al Ire considerazio- 
ni, verrà determinata in valore e segno dalla risultante K , ossia 

rtv X'-M'-hZ 4 , di tulle le foizo che sollecitano il punto mate- 
riale sopra la curva. 
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76. Nella equazione (<i ,T ) restano ancora a determinarsi i coseni 
degli angoli X, p,, v, che fa cogli assi la tangente alla curva nel 
punto (op, i/, s), dove si trova il mobile : questi coseni si determina- 
no |>oi mediante le due equazioni, onde si rappresenta la curva da- 
ta; e per trovarne le espressioni, cerchiamo prima in generale i co- 
seni degli angoli che con tre assi ortogonali forma una retta qua- 
lunque data x—az-\-b,y = a f z b'. 

Per l'origine delle coordinate s'immagini condotta una rotta pa- 
rallela alla retta data: le sue equazioni (III. l.° 3.°) saranno x = az, 
y — a'z ; e per risolvere il problema proposto, basterà trovare 
gli angoli fatti da questa ultima retta coi tre assi. A tal fine pren- 
diamo sopra la medesima retta una porzione r, computata dalla 
origine sino a un punto qualunque (x % y, z) : essendo r la diagonale 
di un parallelepipedo rettangolo, che ha per lati intorno a un ver- 
tice le coordinate a\ y, s, si avranno (29) i valori x= r cos(r,x) , 
y s= r cos (r, y) , z — r cos (r, %); e però le due equazioni della retta 
ci daranno le due relazioni cos (r, x)~a cos (r, z) , cos (r,y) = 
rt'eos (r,z) . Da queste relazioni, riflettendo che in una serie di ra- 
gioni geometriche uguali un antecedente sta al suo conseguente co- 
me la somma di lutti gli antecedenti sta alla somma di tutti i con- 
seguenti, ricaveremo (31. 

cos 1 (r, x) cos 1 ( r, y) cos*(r,;) 
a' ~~ a'* ~~ ì "~ 

cos'(r, .r)-HMìs*( r, y )-i- cos'(r.sl _ 1 

<i f H- a" -hi ~~ l-r-aM-a" ' 

e quinci risulteranno le forinole che ci fanno conoscere gli angoli 
formali dalla iella data con ciascuno dei tre assi ortogonali, cioè 

cos(r, x) — 



cos (r, y) = 



a 1 



y/1 -f-a' + a" 
cos (r, z) = — =L= 
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In quesiti formolo è poi chiaro che il radale dovrà prCTidersì col 
segno positivo o negatilo, secondo che la reità r fa nn angoto acalo 
ovvero ottuso coli' asse positivo delle z. 

Venendo ora al caso nostro, e supponendo sempre rettangoli 
gli assi, siono £ = /[z)ed y = ? (z) le equazioni della curva, nella 
quale è costrello a dimorare il punto mobile A, ovvero le equazioni 
d' Ile due proiezioni' delta medesima curva sopra i piani coordinati 
XZ ed YZ. Sia piana la curva data o a doppia curvatura, cioè tale 
che i suoi punii non si trovino tulli in uno stesso piano, ò evidente 
che la sua tangente nel punto (jp, y. z) vorrà delei minata dalle due* 
tangenti, che nelle curve o proiezioni x=f(z)< y = ?(z) si condu- 
cono rispettivamente per i punti z) ed (i/, zj : ora espresse con 
X, Y, Z le coordinale della prima tangente nello spazio, le equa- 
zioni delle seconde tangenti nei due piani coordinati che abbiamo 
dello poc'anzi, sono (LXXIV) 



saranno dunque quesle le due equazioni, che rappresentano e ser- 
vono a determinare la tangente della curva dala nel punto, dove si 
trova il mobile A. Quindi giusta le formolo premesse per una reità 
qualunque, i coseni degli angoli che fa la medesima tangente coi 
tre assi rettangolari, si definiranno colle rispettive formule 



X —x — 




cos X = 



dx 





1 




Voi L 



16 
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e questi sono i valori che si devono adoperare nella equazione ((P v ) 
del numero (74), la quale ha luogo nell' equilibrio del puulo mate- 
riale sopra la curva fissa. 

77. Notiamo in fine tre rose. 1/ Quando è data la posizione del 
punto materiale sopra la curva, e le sue coordinate non soddisf ino 
alla equazione (rf' v ), allora non saranno certamente distrutte dalla 
resistenza della curva le forze applicale al mobile, nò questo potrà 
stare in equilibrio nella data posizione: in tal caso per trovare la 
posizione di equilibrio, bisognerà che si determinino i valori delle 
tre coordinate j\ y, z per mezzo della medesima equazione (<f ,v ) e 
delle due equazioni della curva. 

2.° Nel punto A dove il mobile si trova in equilibrio, ossia nel 
punto (x, y, z) della curva, l'arco infinitesimo ds si confonde colla 
tangente, ed è la diagonale di un parallelepipedo rettangolo che ha 
per lati intorno a un vertice gì' incrementi dx, dy, dz delle tre coor- 
dinate: ora i coseni degli angoli che forma la diagonale di un paral- 
lelepipedo rettangolo coi lati intorno a un vertice, si esprimono (29) 
coi rapporti dei medesimi lati alla diagonale: dunque facendo la 
diagonale ds coi tre assi rettangolari o coi lati del detto parallele- 

dx 

pipedo gli angoli X, y., v, come la tangente, ed essendo cos X = 
fi u dz 

eos = cos v= ^; l'equazione di equilibrio (d ,v . 74) potrà 
scriversi 

e si ridurrà più semplicemente alla forma X dx-\- Y dy -\-ldz = 0. 
Una sola è sempre l'equazione di equilibrio, quando il mobile de- 
ve rimanere in una curva fissa : laddove se il punto materiale sia 
costretto a dimorare sopra una data superfìcie, le equazioni di equi- 
librio sono due; e giungono cotesto equazioni sino a tre, quando il 
puuto materiale è affatto libero nello spazio, coinè apparisce dalie 
cose discorse liei numeri precedenti. 
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3.° Se la posiziono del mobile A sopra la curva è conosciuta, si 
potrà prendere la tangente AT per l'asse delle x \ ed allora essendo 
posti gli «Uri due assi rettangolari nel piano normale, si avranno i 
valori a = 0°, [» i= «0°, v = 90°: quindi l'equazione (rf ,v ) si riduce 
semplicemente alla forinola X = 0, e ci mostra che nel caso di equi- 
librio si annulla sempre la somma di tutte le forze, applicale al 
mobile ed eslimatc secondo la tangente della curva; le medesime 
forze poi slimate secondo gli altri due assi, ossia le l»ro componenti 
dirette nel piano normale, non possono produrre alcun movimento 
e sono distrutte dalla resistenza della curva, dove il mobile per con- 
dizione è costretto a restare. — Applichiamo le teorie esposte fino- 
ra alla soluzione di qualche problema. 

"8. Problema Un punto ma lerialeK trovasi sottoposto alle 
attrazioni costanti a e b, le quali provengono da due centri immo- 
bili A c B: si cerca la sua posizione di equilibrio. 

Le forze a, b si proiettino successivamente sopra gli assi AB, 
AB' coudotli ad angolo retto nel loro piano ; e sieno a, 3 gli angoli 
chele direzioni KA,KB delle medesime forze fanno coll'asse AB: 
supposto che il punto K slia in equilibrio, sussistei anno (68) le due 
equazioni 

a cos a -f- b cos 3 = 0, a scn a -h b sen 3 = 0; 

dalle quali siccome ricavasi evidentemente la formola 

o* (sen* a-+- cos' a) = 6* (sen' 3 4- cos* 3), 

così s'inferisce l'eguaglianza tra le due quantità o e 6. Adunque non 
può aversi l'equilibrio del punto materiale, se non sieno uguali le 
attrazioni dei due centri fìssi : verificandosi poi la eguaglianza delle 
attrazioni, è manifesto che il punto K resterà equilibralo in qua- 
lunque posizione sopra la retta detcrminata AB, la quale congiunge 
tra loro idue cenil i d'attrazione A e B. 

79. Problema di Cn tubo strettissimo e incurvato in forma 
di parabola, coll'asse diretto verticalmente dal basto all'alto; lid- 
ia parte interna di questo tuho. e poi collocato, e può scorrere li- 
beramente senza attrito un punto materiale M ( fig. 73.* ). Si $up- 
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pone che il punto sia sollecitalo nello stesso tempo dalla gravità e 
da una forza ripulsiva, la quale emana dull'asse della parabola ed 
è proporzionale ali* disianza del mobile dall'asse medesimo : si do- 
mandano le condizioni da verificarsi, affinchè abbia luogo l'equili- 
brio del punto materiale. 

Sia pi li» grandezza «Mia forza che proviene dall'asse alla unità di 
distanza; e si rappresenti con g la forza di gravità sapra il ponto 
materiale, la cui massa (Miniamo uguale alla unità : se il semipara- 

metro p della parabola equivalga al rapporto — , il mobile resterà 

t^ 

sempre in cquilibio, qualunque sia la posizione II in cui si colloca 
ne) tubo. Infitti essendo x % y le coordinate di un punto qualsiasi 
della parabola riferita al suo asse AX e alla tangente AY nel verti- 
ce A, farciamo MG =g ed MF = f : la prima di queste rette rap- 
presenta la gravità che ha una direzione verticale dall'alto in basso, 
e la seconda rappresenta la forza emanata dall'asse, la quale agisce 
Orizzontalmente e giusta la legge supposta nel problema si esprime 
con f= MK=[Ai/ : quindi chiamando N la reazione ola resisten- 
za della curva, la quale è una forza perpendicolare alla tangente MT 
nel punto (jc, y) % e proiettando tulle le forze applicate al punto che 
si considera come libero, sopra gli assi AX ed AY, avremo per le 
condizioni dell' equilibrio (t»Sj le due equazioni ÌS cos £ — .7=0, 
\ì.y — N cos a — 0. (ìli angoli a, £ sono quelli che fa rispettiva-* 
mente la tangente TM cogli assi positivi delle x e delle t/, e sono 
anche gli angoli che forma inversamente coll'asse negativo delle y 
e coll'asse positivo delle x la direzione normale MN della forza N: 
essendo poi l'angolo 3 il complemento dell'angolo a, le due equazioni 
di equilibrio si riducono alle altre due N sen a = </, N cos a = p y ; 
c divise l' una per l' altra, ci dànno l' unica condizione di equilibrio 

y tang a = £- . — Questa stessa condizione di equilibrio si ricava 

immediatamente dalla equazione (cT)dfel numero (74). Imperocché 
«eli caso nostro le proiezioni delle due forze applicale al mobile, 
sopra i due assi AX ed AY, sono X = — g ed Y = y.y ; perciò 
avendosi Z = 0, la suddetta equazione diviene py cos 0 — g cos % 



• 
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= 0, ossia \>y sen a — g cos a t= 0, e così ci porge senz' altro la 
condizione di equilibrio y tang a = ^ . — Ora dal numero (XI) 
della Introduzione, nella parabola y* = ìpx abbi imo tang a =5 
£j = g , e per conseguenza abbiamo ancora 1/ tang a = = p; 

dunque la condiziono di equilibrio del punto materiale, qualunque 
sia la sua posizione M nel tubo parabolico, consisterà, come abbia- 
mo asserito, nella relazione » — iL . 

t* 

Quesl' ultimo risultalo si ottiene più speditamente dalla equazione 
di equilibrio Xdx-\- \dy-\-ldz = 0, che abbiamo notata nel nu- 
mero (77. 2.'j, e che m i caso presente di\ mia \>ydy — y dx = 0. 
Infatti dalla equazione tirila parabola y* = <ìpx deducendosi il dif- 
ferenziale dy = l'equazione j.y dy — gdx = Q prenderà la 
forma \t.p dx — gdx = Q,ec\ darà subilo per l'equilibrio la condi- 
zione già trovata p = — . Se il gemiparametro p fosse diverso dal 

rapporto della quantità y alla quantità v ., I rquilibrio del punto ma- 
teriale nel tubo parabolici) sai ebbe impossibile. 

80 Problema» III. Un punto ma ter itile M, collocalo sulla su- 
perfìcie di una ellissoidi* di rivoluzione, viene attiralo verso i fochi 
F, F' ( tig. 9.* ) da due forze che stanno tra loro come le potenze 
m ed m' delle rispettive distanze MF ed \IF': supporto che il punto 
materiale non eserciti alcuna sorla di attrito sopra la data superfi- 
cie, si vuole determinare la sua posizione di equilibrio. 

L'asse di rivoluzione è l'asse trasverso %i della ellisse generatri- 
ce del solido; ed essendo p, p' le distanze del punto m ileriale dai 
fochi di questa ellisse, le due forze che attirano il mobile verso i fo- 
chi, giusta la loro condizione espressa iiell«i enunciazione del pro- 
blema, possono rappresentarsi rispettivamente colle potenze p w e p'"*', 
ovveio con queste potenze moltiplicale per una quantità costante e 
comune [a. Per trovare la posizione di equilibrio che si ricerca, con- 
sideriamo la sezione ellittica, falla nella superficie del solido da un 
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piano che passa per il punto materiale M, e per i fochi F ed F' : le 
due forze y.p m , np' m ' agiranno nel piano di questa sezione, e per l'e- 
quilibrio basterà (17. 3.*) che si annulli la somma algebrica delle 
loro proiezioni sopra la tangente PMT, condotta per il punto M ; sic- 
ché chiamando a ed a' gli angoli che la medesima tangente fa di qua 
e di là coi raggi vettori MF ed MF', avremo I' equazione jxp m cos a 
— |*js m cos * =0, ossia più semplicemente p m cos a — p m cos a = 0. 
Ora gii angoli che fanno i due raggi vettori MF ed MF' di qua e di 
là colla tangente PMT in un punto M della sopradetta sezione ellit- 
tica, sono uguali tra loro (XVII) : sarà dunque p w = p'*' la equazio- 
ne di equilibrio nel caso, che stiamo considerando; la quale equa- 
zione, unita colla relazione p + p' = 2o, onde si esprime la proprie- 
tà caratteristica della ellisse, determinerà le distanze p cp', e ci darà, 
così le posi/ioni dove il punto materiale resta in equilibrio sulla su- 
pei fu ie della ellissoide. 

Queste posizioni di equilibrio formano evidentemente la circonfe- 
renza di un circolo parallelo all'equatore della ellissoide: se i due 
esponenti m ed in' sono uguali tra loro, sicché le due potenze p w e 
p /m ' divengano per es. i quadrati delle distanze p, p' del punto mate- 
riale M dai fochi, risulte! à p=p' = «, e la posi/ione di equilibrio 
sarà in qualunque punto della circonferenza del circolo equatore, la 
ogni Caso si vede senz'altro che l'equilibrio del punto materiale sem- 
pre avrà luogo nei due poli della ellissoide: perchè in ciascuna di 
queste due posizioni le forze, alle quali è soggetto il mobile , coin- 
cidono operando nello slesso senso secondo l asse o la normale 2a, 
e le loro proiezioni sopra la tangente di una sezione ellittica o di un 
meridiano nei medesimi pòli si annullano separatamente ciascuna da 
sè ; ed inoltre essendo retti gli angoli a ad a' nei due poli , l' equa- 
zione di equilibrio p"Yos a — p' m 'cos a = 0 ci dà il rapporto tra 
le due potenze p w e p' m ' espresse» da una forma indeterminata, ed ò 
soddisfatta per qualunque valore delle due forze attraenti. 
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CAPO V. 

EQUILIBRIO DEI SISTEMI RIGIDI 0 DI FORMA INVARIABILE. 

81. Condizioni di equilibrio per un sistemi» di forze 
parallele. Vi capo precedente abbiamo stabilite le condizioni di 
equilibri» per un punto materiale, appoggiandoci come era naturale 
al teorema della composizione delle forze , che e il vero principio 
della Statica: mediante lo slesso teorema stabiliremo nel capo pre- 
senle le condizioni e le equazioni di equilibrio per i sistemi rigidi , 
ossia per le forze applicate a diversi punti di un sistema che abbia 
invariabile la forma o la figura; negli ultimi due Capi di questa pri- 
ma parte troveremo poi le medesime condizioni ed equazioni di e- 
quilib.io colla leoria delle coppie che è più in uso presso i moderni 
Autori, ed aii' he cui principio delle velocità virtuali che unisce più 
sire! la meii te tra Imo la Statica e la Dinamica. 

Pei Unto in pi imo luogo rappresentino P, P', P", . . . diverse for- 
2e parallele, applicale a varii punti di un sistema rigido o di un so- 
lido invai i.ibile, e dilette le une verso una parte e le alice nella parte 
opposta: conduciamo nello spazio tre assi qualunque AX, AV, AZ 
(lig. 74") di tal modo, che I asse per es. AZ, e per conseguenza an- 
che i due piani coordinati YAZ ed XAZ sieno paralleli alla direzione 
delle forze; e chi. uniamo x, x\ x", ... ed y , y\ y" ', . . . i per- 
pendicoli che dai punti di applicazione delle forze s' intendono me- 
nali sui medesimi piani YAZ, XAZ. 

Ciò posto, egli è evidente che per l'equilibrio del dato sistema non 
si richiede altra cosa, se non the 1 una delle forze, per es. P, sia u- 
guale e direttamente contraria alla risultante R, delle altre tulle P', 
P",.... Ora le forze P ed R, sono uguali e contrarie, ove esista l'e- 
quazione 

P + R, = 0: 

le medesime forze agiscono di più in una slessa retta parallela ai 
due piani delti di sopra, se i perpendicoli x ed y risguardo al punto B 
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in cui è applicata la forza P, riescano rispettivamente uguali ai per- 
pendicoli j\ ni;/, che appai tengono al punto di applicazione B, della 
forza R, ; c.oè se oltre alla prima equazione, la quale va congiunta 
colle forinole Vi>-+-l\ i x=0 , Py-+-K t y=0, abbiausi ancora le altre 
due 

Pa?-f-R,^ = 0, Py -+-tt lSf( = 0. 

Dunque il sistema delle date forze parallele starà in equilibrio, quan- 
do si avverino simultaneamente tulle e Ire le equazioni che abbia- 
mo ora notate E poiché i teoremi dimostrati nei numeri (48 e 58) 
ci somministrano i valori 

R 1 =P'-4-P"-r-..., 

R A -= P V + P" X " -h . . . , R,t/, = Py + V'Y + ... ; 

perciò le tre equazioni di equilibrio diverranno 

/ P-fl" + r + ... = 0, 
(e) ) p j; - h PV4.pV'-h... = 0, 

donde si raccoglie che alt equilibrio ili un sistema di forze paral- 
lele sono necessarie e sufficienti ti ne condizioni; la prima è che si 
dilegui la somma algebrica delle forze, la seconda che riducasi a 
zero la somma algebrica dei laro momenti rispetto a due piani 
qualunque paralleli alla direzione delle medesime forze. 

(Jaaudo i tre assi sono iett inoli ni , i perpendicoli 0,2^,..., 
y, //',... nelle forinole [e) coincidono colle coordinale dei punti di 
applicazione delle forze, rei divamente ai pulii YAZ ed XAZ paral- 
leli alle dilezioni di queste, ossia coincidono colle rispettive cooidi- 
din de dei punti nei quali le direzioni di-Ile forze incontrano il terzo 
piano XAY: quando poi #li assi sono obi qui, e i piani XAZ ed YAZ 
s'intersecano sitilo un angolo <\ laliinque secondo una ri tta paralle- 
la alla direzione delle forze, invece dei perpendicoli suddetti si po- 
trebbero adoperare le coordinato obliquo corrispondenti; perchè ad- 
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operando queste coordinate , arriveremmo sempre (59. 2.°) per la 
stessa via alle equazioni di equilibrio. 

Hi. Supponiamo adesso che le forze parallele P, l v , P'\... sicno 
tutto dirette in uno stesso piano, per es. nel piano XAZ; avremo 
y = 0 r=rz if ~ y" = ... : la terza equazione (e) si riduce così a una 
identità ed è sempre soddisfatta; conseguentemente per l'equilibrio 
del sistema basterà che si verificili la prima e la seconda equazio- 
ne. Ma nella stessa ipotesi i termini onde si compone il pi imo mem- 
bro della seconda equazione (e), non sono che i momenti delle for- 
ze parallele rispetto al punto A preso nel piano di queste ; dunque 
per l'effiuUbrio delle forze parallele e dirette in uno stesso piano, 
è necessario e sufficiente che si annulli così la loro somma algebri- 
ca, come anche la somma algebrica dei loro momenti relativi a un 
punto qualsiasi del piano. 

Oliando i due assi AX ed AZ, ai quali si riferiscono i punti di ap- 
plicazione delle forze parallele ad AZ nel piano XAZ, sono rettan- 
golo i; allora i perpendicoli x , abb issati dai medesimi punti 
di applicazione soma l asse AZ, ovvero dal punto arbitrario A so- 
pra le forze, coincidono colle ascisse dei predetti punti di applica- 
zione: quanti » poi l'asse AZ e la direzione delle forze parallele sono 
inclinale all'asse AX di un angolo qualunque 0. nella seconda equa- 
zione di equilibrio (e) in luogo dei perpendicoli x , jf,... si possono 
usare an< he le ascisse corrispondenli, o le distanze oblique x,x r t ... 
tra I origine A e la direzione delle forze; perchè ciò torna lo slesso 
che dividere la delta equ tzione per il seno dell'angolo 0. 

83. HfiuuKlonl dell'equilibrio eli un »l»t< ni» di fora» 
comunque dirette In un plano. Immaginiamo un numero 
qualunque di forze, le quali agiscano tulle in un piano con qual- 
siasi direzione e coi punii «li applicazione invariabilmente congiunti 
tra loro: sia P (lig. 75. a ) una di queste forze; ed x y y sieno le coor- 
dinate rettangolari del punto B in cui è applicata la forza, relativa- 
mente a due assi AX ed AY condotti nel piano slesso delle forze. Di 
più figuriamoci che tulle le forze vengano trasferite nei punti, do- 
ve le loro direzioni incontrano l'asse AX; e che in questi punii sie- 
no risolute in due componenti, l una diretta secondo il medesimo 
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asse AX e l'altra parallela all'asse AY : poiché due forze ad angolo 
e la loro risultante st.inno tra loro (21, 23), come i lati e la diago- 
nale del parallelogrammo da cui sono indicate le rispettive direzio- 
ni; perciò in ordine alla forza P trasportata d i B in C, e alle sue 
compoueuli X, Y dirette secondo CD, CE, avremo 

Y: X = CE : CD = y : CD (= )• 

Quindi l'ascissa del punto C, ossia il perpendicolo AC menalo dal 

punto A sulla componente Y, si esprimerà colla differenza x — ; 

e somiglianti a questa saranno le espressioni dei perpendicoli rela- 
tivi alle componenti omologhe delle altre forze. 
Dopo ciò possiamo facilmente trovare le equazioni di equilibrio nel 
modo seguenle. Affinchè si stabilisca l'equilibrio nel sistema attua- 
le di forze, non e dubbiti che debbono separatamente equilibrarsi 
tra loro sì le componenti dirette giusta l asse AX, e sì aurora le 
componenti parallele all' asse AY. Imperocché se noi supponiamo 
nel sistema lo sialo di equilibrio, senzachè le seconde componenti 
si equilibrino tra loro con indipendenza dalle prime; allora non ap- 
pena si fermasse un punto nell'asse AX, che tosto sarebbero (li- 
slrulte «l illa resistenza del punto fisso le folle componenti che agi- 
scono nella dire/ione del medesimo asse, e le componenti a questo 
perpendicolari farebbero nascere nel sistema un moto di rotazione 
intorno a quel punto: ora è cosa evidentemente assurda che con so- 
lo fermare uno o più punti rompasi l'equilibrio già stabilito in un 
sistema, e si produca il moto; dunque nel sistema totale di cui stia- 
mo trattando, non può supporsi I' equilibrio, se nello s'esso tempo 
non si ammetta separatamente l'equilibrio dei due sistemi parziali 
di forze componenti che abbiamo accennate. Or bene, presa l'ori- 
gine A per centro dei momenti, le componenti dirette secondo l'as- 
se AX stanno in equilibrio a questa sola condizione che si riduca a 
zero la loro risultante, ed abbiasi (19. per conseguenza S(X) 
= 0; e le componenti parallele all' asse AY si fanno pure equili- 
brio, se (82) oltre alla condizione S(Y) = 0, si avveri anche l'altra 
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2Y fa — Y j= 0, ossia 2(Yas — Xy) = 0 : dunque per V equilibrio 

dell'intero sistema di forze, bisognerà che si adempiano iusieme 
le tre coudizioni o equazioni 



nelle quali colla lettera 2 è sempre significata una somma di quan- 
tità relative a tutte le forze del sistema, e della medesima forma di 
quella quantità che trovasi racchiusa nella parentesi e si riferisce 
alla fona P. 

Volendo adesso interpretare le equazioni di equilibrio, chiamia- 
mo « e p gli angoli che fa cogli assi la forza 1'. Le componenti ret- 
tangolari X ed Y di questa forza si esprimono (2o\ 2.°) coi prodot- 
ti Pcogflt, Pcosp, e rappresentano (34. 8.*J le proiezioni della me- 
desima P sopra gli assi: di più i due prodotti \y ed ìx non sono 
altra cosa rispetto alla origine aibilraiia A, se non i momenti delle 
forze X ed Y, nelle quali s'intenda decomposta la forza P nel suo 
punto di applicazione B secondo la direzioni BX, e BY, parallele 
agli assi ; e Come le medesime Componenti X ed Y tendono a pro- 
durre un molo di rotazione in parli opposte intorno al centi o A, co- 
si condotta da questo punto l,i peipendicolaio p sulla direzione del- 
la risultante P, la differenza Yj- — \y equivarrà (54) al momento 
P/>. Per la qual cosa noi potremo scrivere le equazioni già trovate 
nella nuova forma 

Z(Pcos a) = 0, I(IVos {9 ) = 0, l'Vp) = 0 ; 

e quindi dire che le condizioni dell' equilibrio per un sistema di for- 
ze comunque dirette in un piano tornano a queste due, 1 .° che di- 
vengano separatamente nulle le somme delle proiezioni di tutte le 
forze sopra due assi condotti ad angolo retto nel t iano, 2.° die si 
annulli puranco la somma dei momenti delle forze rispetto a un 
punto qualunque del piano. 

84. Intorno alle cose ora esposte voglionsi fare tre avvertenze. 
1.' La dimostrazione che abbiamo usala per stabilire le condizioni 



I(X) = 0, v(Y) = 0 t 
Z(Y* - Hy) = 0 ; 
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di equilibrio, suppone «he luilo le direzioni delle forze incontrino 
l'asse AX, e che nessuna di esse sia a questo parallela; ma è age- 
vole il dichiarai*, come la slessa dimosli azione possa anche valere 
in ogni caso. In fa Mi se per es. la forza P agisce in una direzione 
parallela all'asse AX, nel suo punto di applicazione potremo ag- 
giungere due forze F ed F' uguali, contrarie e parallele ali asse 
A Y. senza che perciò e' introduca voi un -cangi amento nel sistema 
primitivo: di tal modo, composte prima le due forze P ed P in una 
Sola F", alla forza parallela P verranno soslituile le due equivalenti 
F' ed F", le quali incontrano in qualche punto l'asse AX. Egli ò 
poi evidente che anche in questo caso le Ire equazioni di equilibrio 
(e') si conservano le slesse; slanlechè i tei mini che dovremmo ap- 
pone nella seconda e terza equa/ione per la giunta delle forze 
F ed F\ vengono a distruggersi scambievolmente tra loro. 

2. ° Nel piano delle forze abbiamo presi rettangolari i due assi 
AX ed AY, perche questo ci rende p ù facili i calcoli da eseguirsi 
ndle applicazioni. Del resto i d e assi, e per conseguenza le due 
componenti X ed Y di ciascuna forza l\ possono avere tra loro una 
inclinazione qualunque; ed anche in questa dispostone più gene- 
rale saremmo conditili (82) per la slessa via alla Ire equazioni di 
equilibrio (/) : perciò possiamo ennehiudere più generalmente che 
per V equilibrio di un sistema di forze situa e comunque In un pia- 
no, det ono essere nulle separatamente le uumne algebriche d' Ile 

. in o componenti secondo due assi qualunque condotti nel jiiuno, e 
dece inoltre annuii u si la somma ahjehrica dei momenti di tutte 
le forze date rispetto a un punto qualsiasi del loro piano. 

3. ° Tra le forze l\ applicale a un corpo e dirette in uno slesso 
piano, debbono contarsi eziandio le reazioni o le resistenze che na- 
scono digli ostacoli, se questi per avventura abbiano luogo nel si- 
stema; come accadi' per esempio in un corpo, il quale si appoggi 
a un i stipe. fiele (issa. 

8ò. Equazioni , *ner.>l! dell* equilibrio In un «fettina 
liner» e «li forimi Invariabile . Consideriamo d i ultimo le for- 
ze P, I", P"... comunque dirette nello spazio ed applicate a diver- 
si punti di un sistema libero e r igido , che potrà essere un corpo 




una foim.i conveniente e da risguai darsi come invariabile. Coudolti 
tre assi OX, OY, OZ (fig. 76.") ad angoli retti, immaginiamo che 
tatto' e singole le forze sieno prima trasportate nei punii, dove le 
loro direzioni incontrano il piano XY, e che nei medesimi punti 
sieno poi decomposte in due, l'uni parallela all'asse OZ, l'altra 
situala nel piano stesso XY: è cosa certa che non potranno equili- 
brarsi tra loro le foi ze proposte , se l' equilibrio non si stabilisca 
in pari tempo sì Dell'uno come nell'altro sistema di forze compo- 
nenti; perchè altrimenti potrebbe rendersi immobile una retta qual- 
siasi nel piano XY, e così impedita l'azione delle componenti di- 
pelle nel medesimo piano, nulla più terrebbe le componenti per- 
pendicolari dal far girare il corpo solido o il sistema rigido intorno 
alla retta immobile. — Pertanto a stabilire le condizioni necessa- 
rie all'equilibrio dell'intero sistema, basterà che cerchiamo le con- 
dizioni dell' equilibrio pei due sistemi componenti; e a questo line 
trovi. imo innanzi tutto le espressioni delle coordinato dei punti, in 
cui il piano XY è intersecalo dalle direzioni delle forze date. E per 
quello che si attiene alla forza l\ trasportiamola prima dal suo 
punto di applicazione M, ovvero (jc, y, z), nel punto N, e risolvia- 
mola quindi nelle due componenti , Z che agisce secondo la retta 
ND parallela dell'asse OZ, e C che agisce secondo la iella MI nel 
piano XY: chiamando X ed Y le due forze, nelle quali si decompo- 
ne ulteriormente la C giusta le rette NF ed ISE parallele agli assi 



Laonde le due coordinate del punto N, dove la direzione della forza 
P incontra il piano XY, si esprimeranno colle due differenze 



OX, OY; avremo (21, 23) 





Z 
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e somiglianti a queste sono le espressioni delle coordinate dei punti 
N', V\... in ordine alle altre forze. 

Passiamo adesso a determinare le condizioni dell' equilibrio pei 
due sistemi di forzo componenti, che abbiamo indicale poc'anzi; ciò 
che ci riuscirà assai facile, applicando al caso attuale le cose già 
stabilite nei numeri procedenti. Pei lauto atteso il numero (83), al- 
l' equilibrio delle componenti C, ovvero X ed Y, le quali agiscono 
nel piano XY, sono necessarie le tre equazioni 

s(X)=o, zoo = o . z[* (* - r ) - * (y - £ )1=° ; 

e atteso il numero (81), per l'equilibrio delle componenti Z parallele 
ali asse OZ, sono richieste le altre tre equazioni 

i(Z)-o, 2.z(*-^)==a, S.lly— y-)=0. 

Adunque l' equilibrio avrà luogo tra le forze noli* intero sistema, 
quando si avverino tulle e sei le equazioni, le quali possiamo ri- 
durre e scrivere ordinatamente a questo modo 

2(X) = 0, I(Y)=0, 2(Z)=0, 

{e") 

Z{ly — Yz) = 0, l(\z — lx) = 0, Z(\x — Ijf) = 0. 

Sogliono le medesime equazioni mettersi ancora sotto un' altra 
forma, che qui sarà bene di rintracciare. A questo fine chiamiamo in 
prima a, 3, f gli angoli che fa la direzione della forza P cogli assi: 
i prodotti Pcosa, Pcosp, Pcos? esprimeranno (29) le tre forze 
X, Y, Z, nelle quali può decomporsi la stessa P considerala nel suo 
punto di applicazione M. Inoltre la forza C, trasportata da N in II, 
rappresenta la proiezione ortogonale della forza P sopra il piano XY; 
e il prodotto Ce della medesima forza C per la perpendicolare c, 
condotta dal punto 0 sulla sua direzione, esprime (54) la differenza- 
\x — X?y trai momenti delle componenti Y ed X rispetto alla ori- 
gine 0: in line se indichiamo colle lettere B, A le proiezioni della 
forza P sopra gli altri piani coordinati XZ, YZ, e con ft, a i perpen- 
dicoli menati dal punto 0 sopra le direzioni di quelle proiezioni ; i 
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duo prodotti B6, Aa equivalgono pure alle rispettive differenze 
X2 — Zx, ly — Ys. Dunque le equazioni dell'equilibrio possono 
scriversi in questa forma 

2(PCOS«)=:0, S(PCO8f)=:0, 2(PcOSy)=0, 

v(Ao) = 0, I(B6; = 0, I(O) = 0. 

Ora le espressioni P cos *, Pcosjì, Pcos-f appartengono (34. 2.°) 
alle proiezioni della forza P sopra i Ire assi OX, OY, OZ; e i pro- 
dotti Aa, B6, Ce direnisi ancora (61)1 momenti della stessa forza P 
rispetto ai medesimi assi : per conseguenza le condizioni necessarie 
e sufficienti all'equilibrio di un sistema libero e di forma invaria- 
bile, il quale venga assoggettato air azione di più forze comunque 
dirette nello spazio, sono queste: 1 .° che si annullino separatamen- 
te le somme algebriche deli proiezioni di tutte le forze sopra tre 
assi rettangolari, 2.° che si annullino pur nello stesso modo le som- 
me algebriche dei momenti delle forze rispetto ai medesimi assi. 
Avverandosi le tre prime equazioni, il sistema per l'azione delle for- 
ze non potrà concepire movimento alcuno di traslazione secondo tre 
assi rettangolari, e però non potrà concepirlo neppure secondo un 
altro asse qualunque (68): adempiendosi poi le tre ultime equazioni, 
il sistema non potrà avere molo alcuno di rotazione, nò intorno ai 
tre assi rettangolari, nè per conseguenza intorno a qualsiasi altro 
asse nello spazio, come s intende per sè e meglio vedremo trattando 
di questi movimenti di rotazione nella Dinamica. Se nel sistema vi 
ha qualche forza, la cui direzione non incontri il piano XY, dovrà 
ripetersi l'osservazione già fatta nel numero (84) in proposito delle 
forze parallele all' asse delle ascisse; e di più, come abbiamo av- 
vertito nello stesso numero relativamente a un sistema di forze si- 
tuate in un piano, le sei equazioni (e"), nelle quali si contengono le 
condizioni necessarie e succienti all' equilibrio di più forze applica- 
te a un sistema rigido e libero, e dirette di una maniera qualunque 
nello spazio, varranno ancora e ci esprimeranno le condizioni del- 
l' equilibrio nel caso che gli assi e le componenti delle forze sieno 
obliquo tra loro (81. m fine). 
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SO. Equilibrio di un sUt ma rigido e m oh Ile Intorno 
a un punto o ad un asse, ovvero nu di un plano fi» so. 

Le equazioni di equilibrio stabilite nel numero precedente sup- 
pongono che il sislema rigido o il corpo solido sia intieramente 
libero. Ora se nel medesimo corpo o sistema vi ha une o più 
punii fissi, i quali oppongano in ogni verso una resistenza indefi- 
nita all' azione delle forze; allora le condizioni di equilibrio non pu- 
re dovranno contenersi, come è chiaro, nelle equazioni richieste per 
l'equilibrio di un sistema libero, ma di più alcune di queste equa- 
zioni saranno superflue all' uopo, nò sarà di mestieri che si adem- 
piano. Tra i casi che possono avvenire, ne considereremo tre soli, 
conservando le denominazioni del numero precedente. 

t. 8 Net sistema rigido sia un putito fisso 0 {tig. 76.*), sicché le 
forze non possano produrre alcun movimento, se non intorno a que- 
sto punto. In tal caso se i tre assi ortogonali si Tirano in modo che 
passino tutti per il punto 0, è cosa certa che le tre prime equazioni 
(e'". 85) non dovranno più verificarsi di necessità per 1' equilibrio 
del sistema : imperocché quelle equazioni 

2(Pcosa) = 0, Z(Pcos?j = 0, i;Pcos T )=0 

in tanto sono necessarie all' equilibrio del sistema, in quanto che 
senza di esse il sistema concepirebbe un moto di traslazione risul- 
tanti» da quelli che le componenti delle forze date produrrebbono lun- 
go i tre assi ; ma nel caso attuale, benché non si adempiano le pre- 
delle equazioni, pur tuttavia non può il sistema concepire movimen- 
to alcuno di traslazione, la quale e impedita per ogni verso dalla 
resistenza del fulcro o punto fisso. Dunque per l'equilibrio del pre- 
sente sistema non sono necessarie le condizioni comprese in quelle 
equazioni, ma basterà che si riducano a zero le somme algebriche 
dei momenti di tutte le forze rispetto a tre assi rettangolari con- 
dotti per il punto fisso; vale a dire che si avverino le altre equazio- 
ni (e"') 

i(Aa) = 0, S(BÒ) = 0, S(Cc) = 0, 

in virtù delle quali è tenuto lungi dal sistema quel moto che solo 
può esso avere in qualunque verso intorno al punto immobile. 
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Steno ora nel sistema rigido due punii fissi o un asse immo- 
bile OO r , sicché non possa eccitarsi altro movimento se non intor- 
no al medesimo asse. In questo secondo caso se prend isi Li retta 
00' per l' asse OZ, oltre alle Ire prime equazioni di equilibrio (e"') t 
non saranno necessarie neppure la quarta e la quinta: perocché re- 
sistenza di colali equazioni é richiesta generalmente a questo solo 
fine che le forze non producano nel sistema vei un movimento sia di 
traslazione secondo i tre assi rettangolari, sia di iota/ione intorno 
ai due assi OX ed OY; adunque poiché nel caso attuale le forze non 
possono produrre questi movimenti per la resistenza dell' asse fisso, 
quelle cinque equazioni divengono inutili, né farà di bisogno cho 
restino soddisfalle. Laonde per l'equilibrio di un sistema mobile in- 
torno ad un asse, come è necessario, così sarà pur sufficiente, che 
si adempia la sesta equazione gener.de 

. !(<>) = 0, 

ossia che svanisca la somma algebrica dei momenti delle forze ri- 
spello all' asse fisso. — Peraltro è da avvertire che se il sistema o 
il coi po solido può scorrere lungo I' asse, allora per I* equilibrio si 
ricercano insieme le due condizioni espresse dalle equazioni 

2(Pc.0S «,) = ©, 2{Cc) = 0. 

3.° Supponiamo da ultimo che un corpo solido in diversi punti si 
trovi a contallo con un piano fisso, e sia costretto a rimanere in lai 
modo sopra lo stesso piano, in questo terzo caso se si prendono gli 
assi OX ed OY nel pomo dato, e l'asse OZ nella direzione perpen- 
dicolare; è chiaro che nel corpo non potrà nascere alcun molo, nò 
di traslazione lungo l'asse OZ, uè di rotazione intorno agli assi OX 
ed OY: dunque per l'equilibrio del corpo sul piano riescono inutili 
la terza, la quarta e la quinta equazione (e'"), e basterà che sieno 
soddisfalle le altre equazioni 

2(Pcosa)=0, 2(P cos p) = Ó, S(Cc) = 0; 

cioè che si annullino così le somme algebriche delle proiezioni di 
tutte le forze sopra due assi condotti nel piano immobile, come an- 
che la somma algebrica dei loro momenti in ordine a un asse per- 
Vol. 1. 17 
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pendicolare al medesimo piano. — Quando il corpo è solo appog- 
gialo sul piano, per 1' equilibrio si richiede ancora che I* unica tor- 
ta S(P cos y), alla quale come dichiareremo più sotto (92; devo- 
no sempie ridursi tulle quelle del sistema, sospinga il corpo con- 
tro il piano immobile in una direzione parallela all' asse ZO, e al 
pari della resistenza totale opposta d il piano non cada' fuori del 
poligono convesso in cui si trovano lutti i punti di contallo. Quin- 
di se questi punti di contatto fossero due solamente e«l anche più 
di due posli in una slessa reità 00", ovvero si riducessero tulli 
ad un solo punto 0, la risullanle S(Pcos^) nella supposizione del- 
l' equilibrio dovrebbe incontrare la retta 00" tra i punii eslremi di 
coutalto, ovvero dovrebbe incontrarsi coll'unico punto di appoggio 0: 
e siccome preso questo punto per l'origine delle coordinate e quella 
retta per l'asse delle y, la delta risultante nel primo caso ha un mo- 
mento nullo in ordine all'asse OY, nel secondo caso ha nullo anche 
il momento relativo all'asse OX; così essendo uguale il momento 
della risultante alla somma dei momenti di tutte le componenti, co- 
me mosti eremo poco appresso, olire alle tre equazioni scritte di so- 
pra dovrà verificarsi anche l' equazione S(B6) = 0 per 1' equilibrio 
nella prima ipolesi, e nella seconda ipolesi dovranno verificarsi an- 
che le due>quazioni £(B6) ss 0, 2(Ao) = 0. 

87. Riduzione» di un »l«tcma di forse a una «ola. Allor- 
quando le forze P, P', P",... applicate a un sistema rigido non si 
fanno scambievolmente equilibrio, può domandarsi se esse abbiano 
o no una sola risultante. Ora la condizione necessaria e sufficiente, 
perchè le date forze Vi riducano tulle ad una sola forza equivalente, 
si è che le medesime possano essere equilibrate da una sola forza 
che s'introduca di nuovo nel sistema; giacché adempiendosi cote- 
sta condizione, apparisce chiaro che al proposte sistema di forze si 
può sostituire^una forza uguale e direllamente contraria a quella che 
vi stabilisce 1' equilibrio. 

A fine di esprimere la della condizione con una formola analitica, 
rappresentiamo con — R la forza che mette iu equilibrio quelle del 
sistema ; con — X,, — Y t1 — Z t le sue componenti parallele ai tre 
assi ortogonali OX, OY, OZ; e con « tl y „ i, le coordinate del suo 
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punto di applicazione: so X, Y, Z sieno le somme delle proiezioni 
di tulle le forze date sopra i tre assi, e se di più dinotino L, M, N 
le somme dei momenti delle stesse forze rispello ai medesimi assi ; 
statile l'equilibrio introdotto nel sistema dalla forza — K sussiste- 
ranno (85; le sei equazioni 

X-X, = 0, Y — Y, = 0, Z — Z,=0, 

L~(Z l ^ r -Y |2 J=0,M-(X l : 1 -Z^)=0,N^(Y 1 a ?1 ~X,t /l )=,0. 

Ora le tre ultime equazioni, mediante le prime, si trasformano nel- 
le altre 

Zy.-Yz.^L, Xz.-Zs.^M, Ytf.-Xj.^N; 

queste poi moltiplicate rispettivamente per X, Y, Z, ed unite insie- 
me per mezzo della somma, ci somministrano l' unica equazione 

(O LX + MY-hNZ = 0: 

sarà dunque cotesta l'equazione che deve avverarsi, affinchè le for- 
ze applicale al sistema si riducano alla sola forza R; la quale, atte- 
se le tre equazioni che abbiamo scritte da principio, avrà (29) per 

espressione v^X'-H^-t-Z*, e potrà determinarsi per mezzo delle 
formule fa'*. 33) quanto alla intensità, e quanto alla direzione colle 
formole (u TI ). Per altro osserviamo che quando le tre somme X, Y, 
Z sono nulle in un sistema di forze che non stanno di per sè in equi- 
librio; allora quantunque si avveri l' equazione (a 1 *)» P°r tuttavia il 
sistema non si ridurrà ad una sola forza, ma a due forze uguali, 
parallele ed opposte, le quali producono quel solo moto di rotazio- 
ne che nel caso presente deve avere il sistema intorno a un asse. 

88. Si offre opportunamente in questo luogo 1' occasione di enun- 
ciare il teorema, che abbiamo altrove (61) accennato. Dal numero 
precedente abbiamo per cs. la equazione 

z,y,-Y t *, = L, 

nella quale il secondo membro rappresenta la somma dei momenti 
delle forze P, F, P",... rispetto all' asse OX, e il primo membro 
esprime in ordine al medesimo asse il momento della forza — R che 

X 
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introduce ì' equilibrio nel sislema, ed eziandio il momento della ri- 
sultante R di lulle le forze applicate al sistema: onde si mnehiude 
che se le forze applicate a un sistema invariabile di punti hanno 
una sola risultante, il momento di questa rispetto a un asse è 
uguale "Ila wmma dei momenti delle componenti relativi al mede- 
simo asse. È poi manifesto che i momenti delle forze rispetto a un 
asse debbono prendersi col segno positivo o negative, ìcoondoelic le 
medesime forze tendono a far girare intorno all'asse il sistema sul 
quale agiscono, in un verso determinato ovvero nel verso opposto. 

89. Riduzione di un siatemi» qualsia»! di forar a due 
sole. Se mai arcade che l<i condizione contenuta nella equazione 
(e ,T ) non si adempia, allora il sistema delle forze anzidette P, F, 
P",..- non avià certo una sola risultante, ma potrà sempre ridursi 
a due forze dirette generalmente in piani diversi. 

Di vero presi ad arbitrio tre punti A, B, C (fig. 77.') che non 
aleno posti in una stessa linea retta, e congiuntili per mezzo di ret- 
te rigide col punto K che è situato nella direzione della forza P fuori 
del piano BAC. immaginiamo pi ima decomposta (30) la medesima 
P in tre forze diietle secondo le linee KA, KB, KC (una consimile de- 
composizione si farebbe colla regola del numero 32, quando la forza 
P agisse nel piano BAC, e in questo piano si trovasse perciò il pun- 
to K). e trasportiamo quindi le tre componenti nei punti A, B, C: 
eseguite le stesse operazioni intorno alle altre forze, è evidente che 
il sistema dato por tal modo si ridurrà a un sislema di forze, le 
quali esercitano la loro azione nei punti A, B, C. Laonde se le for- 
ze applicale in ciascuno di questi punti si compongano (32) in una 
sola, al sislema proposto potremo sostituire tre forze r, r', r" coi 
rispettivi punti di applicazione in A, B, C. Inoltre liguriamoci un 
piano condotto per la direzione dell a forza per cs. r: in generale 
questo piano taglierà le direzioni delle albe due forze nei punti 6, 
c; e noi potremo prima risolvere la forza r in due r'" ed r" dirette 
secondo le linee \b ed Ac, e compone dipoi sì le forze r* ed i J " 
trasferite nel punto b in una sola forza U', come anche le Coi ze r" 
ed r'\ trasferite nel punto c iu un' altra forza B". Di tal guisa lutto 
il sistema si troverà ridotto alle due forze equivalenti R' ed R". 
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90. Pressioni del punti Ossi o eli appoggio nel st stenti 
rigidi In equilibrio. Nei sistemi rigidi 0 1101 COI pi Solidi, rite- 
nuti ci.i qualche ostacolo e non liberi interamente, i punii tìssi o di 
appoggio per l'azione (It ile fcn-ze applicale sostengono iu generale 
ini. i certa pressione, che noi vogliamo qui delot minare nei oasi 
principali e per lo stalo di equilìbrio; ed allinchè una tale determi- 
nazione ci riesca più facile, quando essa è possibile a farsi, ridur- 
remo l'equilibrio dei sistemi impediti da uno o più ostacoli all' equi- 
librio dei sistemi affatto liberi, sostituendo ai punii tìssi o di appog- 
gio le resistenze da loro opposle alle forze date. 

Perl alo sieno X, Y Z sopra tre assi rettaugolari le somme al- 
gebriehc delle proiezioni di lulte le forze applicate a un sistema ri- 
gido; ed L, M, N sieno rispetto ai medesimi assi lo somme algebri- 
che dei momenti delle stesse foize. Se il sistema ha mi solo punto 
fisso 0, e non può muoversi che intorno a questo punto, potremo 
noi sostituire al punto la resistenza K, che esso oppone all'azione 
delle forze applicale, e risgtiardare così il sistema rome se fosse 
pei fellamente libeo nello spazio: posta quindi l'uligine delle coor- 
dinale nel punto 0, poiché la fui za H, in questo suo punto di appli- 
cazione non produce veruu momento in indine ai Ire assi coordinali, 
ma equivale a Ire componenti X t , Y 4 , Z t dilette secondo gli assi 
medesimi; pei ciò le condizioni di equii, b io, per il sistema propo- 
sto e consideralo come libero, verranno espresse (85) dalle sei 
equazioni simultanee 

X+-X.-0, Y-+-Y,=-0, Z+-Z, = 0, 
L = 0, M^O, N = 0. 

La resistenza del punto si suppone indefinita in tulli i versi, e 
però le tre componenti X,, Y,, Z, poti mino avere quei valori e se- 
gni che si vogliano loro attribuii e ad arbitrio; per conseguenza qua- 
lunque siano in valore e se/:no le Ire forze X, Y, Z, o le Ire somme 
delle proiezioni di tulle lo foizc date sopra gli assi coordinali, le Ire 
prime equazioni rim iri anno sempre soddisfalle: dunque per l'equi- 
librio di un sistema rigido che sia mobile intorno a un punto fis- 
so 0, sarà necessario e sufficiente che si avverino le altre Ire equa- 
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zioni ; e sono queste appunto le condizioni dell'equilibrio, che per 
il detto sistema abbiamo trovalo in primo luogo nel numero (86). 
In virtù di tali condizioni verificandosi l'equazione [/*) del nume- 
ro (87), si conebiude che le forze applicale al sistema hanno una 
risultante unica R ; e per le stesse condizioni dell'equilibrio essendo 
anche nulli (88) i momenti di questa risultante rispetto ai tre assi, 
ne viene che la sua direzione debba passare per l'origine, ossia per 
il punto fisso 0: di più attese le In prime equazioni, la medesima 
risultante R, presa nel verso opposto, saià la resistenza o la forza 
R t che si sviluppa attualmente dal punto fisso, affinchè venga sta- 
bilito l'equilibrio del sistema; presa poi quella risultante nel proprio 
verso, formerà tutta la pressione o la trazione alla quale per razio- 
ne delle forze date è suggello il punto fisso, ed avrà (HI) per valo- 
re assoluto V X'-M'H-Z', ossia 

✓ S f (P cos a) -hi* \? n>s &)-+- 1 1 (P cos-r). 

91. Se poi il sistema rigido ha fissi due punii 0 ed 0'(fig. 76.*), 
e non può muoversi che intorno all'asse 00' fisso nei medesimi 
punti o perni 0 ed 0', si prenderà un tale asse per quello delle s, e 
il punto 0 |>er origine delle coordinale. SU no II . la resistenza at- 
tuale del punlo 0, ed X,, Y,, Z, le sue componenti dirette secondo 
i tre assi rettangolari ; R, la resistenza del punto 0', ed X,, Y % , Z, 
le sue componenti parallele agli assi: la forza R t , applicala alla ori- 
gine 0, ha nulli i suoi momenli rispetto ai tre assi ; espressa poi 
con s, la distanza o coordinala O'O del punlo 0', secondo la norma 
delle equazioni {e") del numero (85). la forza R t ha un momento 
nullo in ordine all'asse OZ, e in ordine agli assi OX ed OY ha per 
momenli le rispettive quantità — Y, z t ed X, Dunque conside- 
rando come libero il sistema con introd irvi le resistenze dei punti 
fissi, avremo per esprimere il suo equilibrio le sei equazioni 

X^X,-f-X, = 0, Y-4-Y,-hY, = 0, Z-f-Z t + Z t =0, 

L-Y t z, = 0, M4-X,z, = 0, N = 0. 

L'ultima equazione è la sola condizione di equilibrio, che noi ab- 
biamo già trovata in secondo luogo nel numero (86), relativamente 
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a un sistema rigido e mobile intomo a un asse fìsso: le altre cinque 
equazioni, le quali saranno sempre soddisfalle per la ragione addot- 
ta nel numero preredente, ci determinano le componenti delle due 
resistenze R, ed R t ; poiché ci dàuno colla loro risoluzione i valori 

X,=— , Y,= — , X, = — -X, 

Y t = -A_ Y , Z t 4-Z t — Z. 

Dove si vede che le componenti p.irallcle agli assi delle x e delle y 
sono del lutto detcrminate; sicché componendo poi tra loro le forze 
X t ed Y tl e le forze X, ed Y a mediante le formole li ovale uel nu- 
mero (20), si potranno avere ilelei minatamente in intensità e dire- 
zione le resistenze sviluppale dai punti fìssi nell'equilibrio del siste- 
ma, noi ra.ilmenle all'asse immobile 00': quanto alle resistenze 
componenti Z, e Z,, le quali agiscono secondo l'asse 00', noi non 
abbiamo con determinazione nel caso di equilibrio che la loio som- 
ma ; e la ragione di ciò è questa che essendo cong.unti i punii fìssi 
con una rotta inflessibile 00', le loro resistenze secondo quesla ret- 
ta possono p issare in lutto o in parie dall uno ali atilo punto senza 
distili bo dell equilibro, e si confondono così in una resistenza uuica. 
Determinate per tal modo le resistenze, « he nello sialo di equ librio 
oppongono all a/ione delle forze i due punii fìssi o l'asse che li con- 
giunge, si uauuo con ciò slesso le pressioni sostenute dai medesimi 
punii od.ll asse; giacché coleste pressioni non sono altio, se non 
le resistenze dei due punii piese in senso contrai io. 

92. In (ine se il sistema rigido o il corpo solido si appoggia so- 
pra un piano fìsso nei punti li), il, N, etc. (lig. 70. p. elideremo 
questo piano pei quello delle coordinale x ed y. Chiamiamo £ t ed y lt 
x t ed t/,, x t edy,, ecc. le coordinale rettangolari dei rispellivi punti 
di appoggio E, H, N, etc; e dinotiamo con Z,, Z,, Z,, etc. le resi- 
slenze o le forze, che nel caso di equilibrio si svolgono da questi pun- 
ti normalmente al loro piano XOY; coli* aggiunta di tali forze po- 
tendo il sistema o il corpo considerai si come libero, le equazioni del 
suo equilibrio (85. e") saranno 
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X = 0, Y = 0, Z-hZ 1 -hZ,-hZ,4-... = 0, 

L+Z l y 1 +Z t y i +Z i &-+-...==0 1 
M — l x x x — Z t x t — Z, — =0, N = 0. 

La prima, la seconda e la sesia di queste equazioni costituiscono le 
condizioni, già trovale altrove (86.3.*), dell' equilibrio di un corpo 
solido e appoggialo sopra un piano fìsso XOY: inoltre verificando 
essi' l.i condizione (e IT ) del numero (87), ci f.woo vedere che tulle 
le forte applicale al corpo si riducono a uni forza sola; la quale, 
attesele due piime cquizioni, dovrà riuscire perpendicolare al pia- 
no fìsso, e per ragione della terza equazione sarà Z, ossia S(rV-osf), 
uguale e contraria alla somma o alla risultante delle resistenze at- 
tuali dei punii di appoggio. Colaste resistenze Z,, Z t , Z,, prete 
in senso opposto, sono le pressioni sostenute dai punii di appoggio 
E, fl, N, ... nell equilib io del sistemi; e p-r determinare le loro 
grandezze, non si li nino che tre sole eq ii/joni, cioè la terza, la 
quatta e la (plinti ili quelle elio abbiamo noi ite por/ anzi: onde se 
vi h inno solamente Ire punti di appoggio, s tranilo determinati e si 
troveranno i valori d« Ile pressioni — Z t , — Z t , — Z, colla risolu- 
zione delle tre equazioni ora mentovate; se poi vi hanno più di tre 
punti di appoggio, il numero delle pressioni incognite sorp isserà il 
Dttfllfto delle equi/ioni, colle quali sono esse tra loro vincolate, e 
il problema sarà indeterminato. Che anzi il problema sarà pine in- 
delennin ilo nel caso di tre punii di appoggio, se questi si trovino 
in un i stessa linea iella: perche, per miggiore semplicità, presa 
allora la retta dei tre punii per asse delle j-, saranno nulle le oidi- • 
D;,, ° .V,< Sf»: fi ^'si disparendo le incognita Z,. Z t , Z, dalla quar- 
ta delle equ i/ioni soprascritte, non restami che due sole equazioni, 
le quali contengano in sè le resistenze o le pressioni dei Ire punii. 

W. Equilibrio «li un si. «tuta «fi corni fcolldl. Le condi- 
zioni di equilibrio pei un sistema di corpi solidi, i quali sveno col- 
legali insieme o esercitino un'azione scambievole Ira loro, si dedu- 
cono evidentemente dalle condizioni speciali che debbono v et ili- 
carsi per l' equilibrio di ciascun corpo. Infatti perchè si stabilisca 
l'equilibrio nell'intero sistema, basta che ciascun corpo sia equi- 
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librato separatamente por mezzo di lutto le forzo ohe lo sollecitano; 
cioè per mezzo di quelle forze obe gli sono applicale , o di quelle 
che nascono dai legami onde è congiunto agli ««III i corpi del siste- 
ma: per la qual cosa le cii costanze dell'equilibrio verranno deter- 
minale nel si strina da tulle insieme le equazioni che esprimono 
l'equilibrio dei singoli corpi; sicché eliminando da queste oqua/io- 
dì lo forze che provengono dal legame scambievole dei corpi, noi 
olleriemo tra le solo forze applicate le equazioni necessarie e sufli- 
Cienli all'equilibrio di tulio il sistema. — In albo luogo rechere- 
mo qualche esemp i» e applicazione tli questa teoria,- la quale in so- 
stanza lisgu.irda i sistemi di forma variabile, composti di più si- 
stemi rigidi; adesso mettiamo termine al presente Capo colla solu- 
zione di alcuni problemi relativi alle coso qui esposte. 

9i Probi rimi i. Una verga pesante ed omogenea AB Ti*. 18. a ) 
ti appoggia ron una estremità sopra un piano orizzontate CX , e coi- 
rai! i a su di un piano verticale CY: il pano pur verticale che pas- 
ta per la verya riyida , è perpendicolare alla intersezione dei due 
piani CX, CY nel punto C; e q etto punto trovasi vincolato a un 
putito \) della verya, mediante un filo CD che mantiene l'equihhrio. 
Supposto nullo l'attrito e trascurato il peso del fio, si vuol deter- 
minare la tensione del filo medesimo. 

Sieno ìa la lunghezza drll.i verga , e P il suo peso raccolto nel 
punto medio E , e diletto secondo la verticale EC; sieno anche R 
la reazione verticale del piano CX, IV la .reazione orizzontale del 
piano CY, a od £ le inclinazioni (Mia verga e del (ilo alla iella oiiz- 
zontale AC, e T la tensione che si ha a determinare. Le forze sono 
tulte situate nel piano XCY; perciò se facciamo le proiezioni dello 
medesime forze sopra gli assi CX e CY, e ne prendiamo quindi i 
momenti rispetto al punto C, stante l'equilibrio avremo (83; le tre 
equazioni 

R' -+- Tcos(t80 tt - 0 = 0, R — P-h Tcos(90' e) = 0 , 
R'.BC-+-P.EE'-R.AC = 0\ 
le quali riduconsi a queste altre 
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R' = Tcose, R=P-hTscne, 

2R'a seri a -f- Pa cos a — 2Ro cos a = 0. 

Per mezzo della prima e seconda equazione si fanno sparire dalla 
terza le due reazioni R ed R', e si ritiene così la forinola 

2T(sen a cos e — cos a sen e) = P cos a , 

la quale ci dà in fine la tensione cercala 

. . - s -^— P. 

2seii( a — e ) 

Se fosse l' angolo e = a risulterebbe la tensione T = oe; ciò che 
mosti a l'impossibilità dell' equii brio in tal caso: se poi si avesse 
c>a, la tensione liuscirebbe negativa, ossia diretta da C verso D; 
ciò che non può pure accordarsi culi* « quii b.io: adunque la *erga 
non potià essere equilibrata, eccetto che nel caso in cui si \ ci ilio hi 
la condizione e < a, « la tensione del lilo risulti in tal modo positi- 
va e di valore determinato. 

9ò\ Problema il. Una scala AB Tig. 79 •) la quale può rasso- 
migliarsi a una verga omogenea , co//a estremità inferiore è ap- 
poggiata sotto, un angolo di 30 gradi a un piano orizzontale e col- 
la estremità superiore a un piano inclinato di 60 gradi all' oriz- 
zonte. Essendo i piani perfettamente levigati, si cerca la forza 
orizzontale da applicarsi al piede della scala per impedire che 
questa scorra lungo i due piani di appoggio. 

R.ippi esentiamo con la la lunghezza della scaìa t e con P il suo 
peso concentralo nel punto di mezzo E: chiamiamo inoltre II ed 
R' le reazioni normali dei due piani iC e BC, sui quali si appog- 
gia la scala; e Q sia la forza che dobbiamo applicare orizzontalmen- 
te secondo la iella AC, per i stabilii e l'equilibrio. — Condotti nel 
piano delle forze l'asse orizzontale BX e l'asse verticale BY, si fac- 
ciano sopra cotesti assi le proiezioni delle medesime forze, e si 
prendano i Imo momenti in ordine al punlo B: le tre equazioni di 
equilibrio (83) saranno 
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R'ccs 30* — Q = 0 , P — R — R'scn 30' = 0 , 
Va cos 30° -+- Q2u scn 30° — R2a cos 30' = 0 
Per ragione della prima e seconda equazione essendo 



0 _d,_ P-R 



sarà pure 



cos 30* sen 30' ' 



COS aO 1 

e mediante cosiffatto valore, la terza equazione diverrà 

4Qscn 30*- P cos 30' = 0: 
quinci si ricava 1" espressione cercala della forza 

Q = -£ cotg30°= ^Ip. 

96. Problema III. Una sbarra orerga omogenea Cf/flìg. 80.*) 
si appoggia colle sue estremità sopra due piani indinoti olì' oriz- 
zonte: date le inclinazioni dei piani e il peso della rerya, determi- 
nare in questa Iti posizione di equilibrio, e in quelli le pressioni al- 
le quali sono soggetti per cagione di Ila medesima verga equili- 
brata. 

Cosi in questo, come nel problema seguente, si fa sempre astra- 
zione dalle forze di attrito, dell»» quali ti allei i mo in un capo a par- 
te. Sia I* il peso vellicale della %eiga, apparato nel suo punto di 
mezzo, e 0 l'angolo che essa forma eolloiizzonte nel caso di equi- 
librio: a, a' sieno le inclinazioni dei piani AC, Al/al medesimo oiiz- 
zonte; R ed R' sieno più le i eazioni di questi piani, opposie ed 
uguali alle pressioni elle sopra di loro esercita normalmente la ver- 
ga equilibrata. Poiché la risultante delle due rea/ioni, nel caso di 
equ libi io, deve essere uguale e direttamente contrai ia al peso P; 
perciò quelle due forze o reazioni giacemmo con questo peso e coK' 
la verga equilibrala in uno stesso piano verticale, che riesce pcr- 
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pendirolare ai due piani ini liliali e ali i comune loro intersezione. 
Quindi considerando la verga come libera, stante la introduzione 
delle due resistenze dei piani, e proiettando le forze che la solleci- 
tano, sopra due assi condotti nel loro piano, uno orizzontale AX e 
Tallio verticale AY , per ragione dell'equilibrio avremo prima (83) 
le due equazioni Rros (90° — a) - R'cos (90 9 - a') = 0, ossia 

Rsen a — R'sena' = 0, R eos a-+- R'cos a'— P = 0 ; 

le quali risolute rispetto alle due quantità incognite R ed R', ci dàn- 
no le relazioni 

D , Rsen* n R sen a cosa' n 
R = r , RcosaH -, =P, 

SL'U a stU a' 

e quindi i due valori 

fl_ p S P " »' _ g j p R / = sena ; 

Sena eos a 4- cosi seni sen(x-t-a') ' m\(x-k-af) ' 

e sono questi i valori assoluti delle due pressioni, che si esercitano 
dalla vergi in equilibrio contro i piani di appoggio. 

Quanto .ili i posi/ione della verga equilibrala, ossia alla determi- 
nazione dell'angolo o. prendiamo i momenti delle forze rispetto alla 
estremità inferiore C di-Ila medesima >eiga C<7= 2o : aviemo nel- 
l'equilibrio la terza equ izione Pa cos 0 — R'2a senRV/C = 0, la 
quale diviene successivamente 

P cos 0 — 2 R'cos Cf/A = 0, P cos 0 — 2 R' cos (/ - 0) a 0, 
P cos 0 = 2 R' cos %' cos 0 -f - 2 K' sen a' sen e. 

Ora se in questa ultima equazione si sostituisce invece di R' il 
valore trovato poc an/i, venà la foimola 

_ a 2sen t cos t' ms 0 -f- 2 sen % sen t' sen 0 

COS 8 = -. — ; 

sen (i-fi') 

e quindi ancora l'altra formoli 

tango - son ( ' *' 1 — ? srn i — - sen(t' — i) 

2 sen i seu *' 2 sen a seu i' * 
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la quHÌe ci fa conoscere l'angolo richiesto 0: vede poi ognuno che 
l'angolo a, come anche Ih reazione R. si riferisce al piano sul qua- 
le si appoggia l'estremità inferiore della veiga nello slato di equili- 
brio. 

97. Problema IV. Fra due piani inclinati air orizzonte ricol- 
locano (fig.81.* ) due sfere omogenee: aj>pofjgiandosi queste l' una 
sull'altra, e toccando ciascuna sfera uno dei piani, si domanda la 
posizione di equilibrio. 

Nel caso di equilibrio dovendo il peso risultante delle due sfere 
potersi decomporre in due forze che veng alo distrutte dalla resisten- 
za dei piani inclinali, sai à di mestieri che i perpendicoli innalzati 
su questi piani dai punti iu cui toccano le sfere, incontrino in un 
medesimo piano verticale e in uno stesso punto la direzione del det- 
to peso risultante : e come il piano verticale, detcrminato dai duo 
perpendicoli, è normale ai piani inclinali; così sarà noi male ezian- 
dio alla loro intersezione, la quale per conseguenza dovrà essere 
orizzontale. Di più se in ciascuna sfera immaginiamo condotti due 
raggi ai due punti di contatto coll'altra sfera e col rispettivo piano 
inclinalo, il nuovo piano da essi determinato dovrà riuscire vertica- 
le, aftinché il peso di ciascuna sfera possa elidersi dalla risultante 
delle reazioni dirette giusta i raggi su m mentovati: dunque nel caso 
di equilibrio la retta che eongiunge i centri delle sfere, si troverà 
in un piami verticale e perpendicolare alla intersezione orizzontato 
dei due piani inclinali. Laonde per la soluzione del problema non 
resta a far altro, che determinare l'angolo 0 formalo dalla linea dei 
centri coll'orizzonte. 

A questo fine sieno P, P' i posi delle due sfere, ed U la loro rea- 
zione scambievole : pei punti in cui le due sfere toccano i piani in- 
clinati, si conducano le rette AC, A'C perpendicolari alla comune 
intersezione dei medesimi piani ; e per il punto C si meni la retta 
orizzontale BB', sicché gli angoli ACB = a ed A'CB' = %' misuri- 
no la rispettiva inclinazione dei due piani all'orizzonte. Se le forze 
a cui e soggetta ciascuna delle due sfere, si proiettino rispettivamen- 
te sopra le rette AC ed A'C, sarà nulla la proiezione delle reazioni 
che i piani inclinati oppongono all'azione delle sfere; epperò nella 
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ipotosi dell'equilibrio avremo (83) le due equazioni 

R cos (*-+- 6) — P sen a = 0, R cos (a' — 6) — P' seo a' = 0, 

delle «unii la prima appartiene alia sfer i che ha il centro più bassa 
eia serouda alla sf«Ta che ha il centro più elevato. Ora eliminando 
da quello equazioni la quantità R, troveremo prima la relazione 

t 

P sen t P' sm t' 

cos i cos e — sen i sen 0 cos 7 cos 0 -h sen *' sen e ' 

* 

e appresso troveremo anche la forinola 

Fianca' — Ptang* 
lang0- (P'-H')tang i' tangi ' 

la quale serve a determinare immediatamente l'angolo 6. 

CAPO VI. 
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98. La forza per la quale i corpi terrestri tendono a cadere, e la- 
sciati a sè stessi cadono di fallo verso il basso, è della gravità. Da 
questa forza sono sollecitate tutte le molecole dei corpi secondo una 
direzione verticale, cioè secondo una direzione perpendicolare alla 
superficie della terra o delle acque slagnanti: quindi poiché la terra 
può riguardarsi come sferica, e le rette perpendicolari alla superfi- 
cie di una sfera s'incontrano tulle nel centro di questa, perciò le 
forze di gravità onde sono animate le particelle di un corpo, con- 
corrono prossimamente e si riuniscono nel centro del globo terre- 
stre. Peraltro essendo assai piccole rispetto al raggio della terra le 
dimensioni dei corpi o dei sistemi, dei quali si tratta nella Meccani- 
ca, le forze di gravità applicate ai loro punti faranno colle proprie 
direzioni un angolo insensibile nel centro del nostro globo, e potran- 
no senza errore aversi in conto di forze parallele. Di che un corpe 
qualunque potrà considerarsi come un aggregato di atomi o punti 
materiali, sollecitati dalla forza di gravità in direzioni parallele: la 
risultante delle forze parallele di tulli gli atomi, o la loro somma co- 
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stituisee il peso del corpo; e diressi centro di gravità del corpo il cen- 
tro delle medesime forze, che in questo caso sarà quel punlo unico 
pel qu de p.issa costantemente la risultante o la direzione del peso, 
qualunque sia la posizione del lorpo, ovvero qualunque siauo le po- 
sizioni de' suoi punii rispetto alle direzioni costanti delle forze di 
gravità. 

Oltre a ciò l'esperienza ci fa conoscere che i diversi corpi in un 
tubo vuoto d' aria cadendo da .una eguale altezza , percorrono 
tutti veiticalmenle per la sola azione della gravità un medesi- 
mo spazio nello stesso tempo: dunque la gravità, in un dato luogo 
della terra, opera ugualmente sulle particelle materiali di qualsiasi 
specie, e produce in tutti i coi pi un'uguale velocità; sicché, con- 
forme al teorema del numero (12), nei diversi corpi o nelle varie 
parti di uno stesso corpo le forze di gravità, o i pesi saranno 
proporzionali alle masse corrispondenti. Quindi se si esprime con 
y una quantità che iu un dato luogo misuri l'azione della gravità 
sopra l'unità di massa, e che noi nella Dinamica determineremo 
in numeri dal movimento dei gravi, il peso di un corpo di massa 
M sarà P=%. 

99. Un coipo dicesi omogeneo, se la sua massa sia uniformeraeu- 
te distribuita per tutto il volume, cioè se abbia in ogni punto 
o in ogui parte la stessa densità; altrimenti il corpo è detto eteroge- 
neo. Nei corpi omogenei la densità D dicesi propriamente la massa o 
la quantità di materia, che si contiene nella unità di volume: onde 
in un dato corpo omogeneo sarà VD la massa M corrispondente al 
volume V, e si avranno le due formolo 

M=VD, D = J; 

di modo che nei diversi corpi omogenei le masse sono tra loro nel- 
la ragione composta dei volumi e delle densità, e le densità seguo- 
no la ragione composta diretta delle masse ed inversa dei volumi. 
È poi chiaro che le quantità D, M, V, al pari del peso P, nelle for- 
molo superiori devono riferirsi ciascuna all'unità della specie pro- 
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pria, e quindi non sono altro che i valori numerici delta densità, 
della massa, del volume e del peso di un dato corpo omogeneo. 

guanto ai corpi eterogenei, siccome le singole porzioni intinitesi 
me sono omogenee ed ugualmente dense; così chiamando m, t>, a 
la massa, il volume e la densità della porzione situala in un punto 

qualunque di un corpo eterogeneo, avremo 3 = — : il rappoilo 8 

appellasi l i densità del corpo in un dato punto, e varia generalmen- 
te da un punto all'altro; ma si manterrebbe costante in lutti i punti, 
se il coipo divenisse omogeneo. 

100. Quantunque le figure che si considerano nella geometria, 
cioè le linee, le superficie e i solidi non abbiano uè massa nè peso; 
tuli;» via sogliono riguardarsi come composte di elementi materiali 
e pesanti, e dotale conseguentemente di un centro di gravità: del 
resto poiché le medesime figure comunemente si suppongono anche 
omogenee ; perciò l'ammettere un centro di gravità nelle lince, nel- 
le superficie e nei solidi geometrici, e cercarne la posizione, si ri- 
duce in sostanza a determinare il centro di un sistema di forze 
uguali e parallele, le quali s'immaginano applicate in uno stesso 
verso a tutti i punti di una data estensione geometrica. Si aggiunga 
che il centro di gravità, considerato e definito in una eslesione o 
figura geometrica, sarà pure in realtà il centro di gravità di un cor- 
po qualunque omogeneo, il quale occupasse la data estensione; giac- 
ché nelle formule che servono a determinare il centro di gravità di 
un corpo, se questo è omogeneo, ai pesi o alle masse delle diverse 
sue porzioni si possono sostituire, come vedremo più sotto, le parti 
corrispondenti della sua estensione, appunto come se il corpo fosse 
ridotto a una semplice figura geometrica. 

101. Un corpo quando viene sospeso per un filo flessibile ad un 
punto fisso, comincia prima ad oscillare di qua e di là dallo stesso 
punto, e dopo qualche tempo si ferma e liensi equilibrato : allora 
la direzione del filo è verticale, e deve passare pel centro di gravità 
del corpo ; perchè è chiaro che questo non potrebbe restare in equi- 
librio, se la direzione del suo peso non coincidesse con quella del 
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filo resistente, e il centro delle forze di gravità non fosse per tat 
guisa sostenuto. 

Di qui nasco un metodo di determinare fisicamente il centro di 
gravità di un d.ito corno : perche ove il corpo si sospenda per due 
diversi punti e si riduca all'equilibrio, la direzione del filo osserva- 
ta m lle due posizioni differenti dovrà passare pel centro di gravità; 
dunque cotesto centro si troverà nel punto, in cui le due direzioni 
del filo s' incontrano nell' interno doL corpo. Senonehe. mm potendo 
noi segnar sempre nell'interno de'corpl le direzioni del filo a piom-. 
bo, il metodo anzidetto non è applicabile a qualunque corpo, nè ci 
conduce ad una rigorosa determinazione del centro di gravità: quin- 
di per determinare questo centro con esaltezza in qualsiasi ca 
so, conviene ricorrere alla matematica e fare uso dei melodi che 
prendiamo ora ad esporre iu due paragrafi distinti. 

$• i.' 

Determinazione geometrica dei centri di gravità. 

102. La prima idea del centro di gravità noi la dobbiamo ad Ar- 
chimede, il quale in una sua opera ha determinalo il centro di gra- 
vità di parecchie superficie piane. Se i corpi sono omogenei, il cen- 
tro di gravità può determinarsi geometricamente senza bisogno 
di formole analitiche, perchè la posizione del centro dipende allora 
dalla sola forma del corpo. A trovar poi una tal posizione più age- 
volmente in parecchi casi, giovano le osservazioni seguenti. 

Due punti si dicono simmetrici rispetto a un altro punto, a un as- 
se o ad un piano, se la iella che li unisce è divisa per mezzo in 1 
quel punto, ovvero dall'asse o dil piano : quando i punti di un cor- 
po e di una figura geometrica sono simmetrici, a due a due, in or- 
dine a un puuto, a un asse o ad un piano; allora simmetrico è' pur 
detto lo slesso corpo, e la medesima figura. Quindi si comprende 
facilmente come un corpo omogeneo o una figura geometrica, la 
quale è simmetrica per rispetto a un punto, a un asse o ad un pia- 
no, debba avere il suo centro di gravità in quel punto, su quell'a*-* 
Vol.l. .18 
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se 0 sopra quel piano» Imperoirhè in una estensione simmetrica 
essendo gli el-menli, a «lue a due, ugualmente pesanti e situali allo 
estremila di una iella divisa per mezzo dal punto, ovvero dall'asse 

0 dal piano di Binimeli ia ; è manifesto (43) che le risultanti dei pesi 
di ogni due elementi verranno tulle ad applicarsi nel detto punto, 
asse u piano : dunque nel medesimo punto, asse o piano satà pure 
applicatala risultante lutale, e si troveià il centro di gravità del 
corpo omogeneo e della figura geometrica. 

Da questo principio s'inferisce immediatamente che il centro di 
gravità di una linea retta è posto nel suo punto di mezzo, che nel 
Circolo e nella sfera il centro di gravità coincide col centro stesso 
della figura e grandezza; che quello di un parallelogrammo e di 
un parallelepipedo trovasi nel punto dove s inici secano le due o le 
quattro diagonali, cioè nel punto in cui sono divise per metà tutte 
le rette terminate ai lati opposti dello slesso parallelogrammo, ovve- 
ro alle opposte facce del parallelepipedo: in line si deduce pui an- 
co che il centro di gravila di un cilindro a basi parallele è situato 
nel punto medio dell'asse, ossia nel punto comune a tulli i piani di 
simmetria. Quanto alle altre ligure geometriche, bastino gli esem- 
pi che poniamo qui appresso, avvertendo ciò che si è pure accen- 
nalo disopra; vale a dire che come in un corpo omogeneo così 
ancora in una figura geometrica, attese (98, 99; le due equazioni 
P=Moed M = VD f le quali si riducono alla terza P= \ bg, i 
pesi delle diverse parti sono proporzionali ai volumi o più geueral- 
mentc alle estensioni coi rispondenti. 

103. Centro «31 «traslta del perimetro di un triangolo. 
In un triangolo qualunque rettilineo ABC ( lig. 82.» ) sieno A', B\ C i 
punii di mezzo dei lati opposti ai vertici A, B, C: saranno que' primi 
punii i centri di gravità di questi lati; perciò i pesi dei medesimi 
lati, esseudo proporzionali alle loro lunghezze, potranno conside- 
rarsi'come tre forze parallele, applicale ai punti A', B', C\ e rap- 
presentale rispettivamente dalle rette BC, AC, AB. Congiungiamo 
ora tra loro i punti B', C colla retta B'C' t e componiamo insieme 

1 due pesi applicati agli stessi punti; il peso risultante (43) si rap- 
presenterà colla somma AC-rAB, e il suo punto di applicazione D 
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ncll r retta B'C vorrà determinalo d illa proporzione B'D: CD 
•=± AB: AC; quindi il centro dì gravità del perimetro del dato trian- 
golo si troverà sopra la retta A'D che unisce il punto D al punto A', 
dove è applicalo il peso del terzo lato B^. Ora condotte le ielle 
A'B'cdA'C, ciascun lato del triangolo risultante A'BT/ dhide io 
pm li ugu di due lati del triangola dalli ABC, ed c ]>emò parallelo 
al ler/.o lato: sono dunque simili tra loro i due li mugoli A'BT/ ed 
ABC, e danno la proporzione A'B': AT/ -=AB: AC; la (piale pa 
ragonala poi con quella ciré abbiamo scrìtta poc' anzi, ci conduce a 
una terza proporzione A' B f : A'C — B'D: CD, e per tal modo ci 
fa vedere che nel triangolo interno A'B'C la iella A'D divide il 
lato B'C in parli propoi zinnali agli albi due lati A'B' ed A'C, e 
clu 4 per conseguenza la medesima retta è bisettrice dell'.angolo A' 
compreso dagli ultimi lati. Adunque il (entro di gravità onde cer- 
casi la posizione, è situato sopra la Diselli ice dell' angolo A', e nel 
medesimi) modo si proverà che esso trovasi sopra le bisettrici degli 
angoli B' e C nel triangolo suddetto A'B'C: e poiché sappiamo dalla 
geometria che le tre bisettrici degli angoli A', B', C si tagliano in 
uno stesso punto E, e che un tal punto è il centro del Circolo in- 
scrillo al triangolo A' B'C; perciò possiamo con- hiudere che il cen- 
tro di gravità del perimetro dì un triangolo è posto nel centro del 
cìrcolo inscritto a un secondo triangolo, formalo dalle rette che 
congiungono i punti di mezzo dei lati del triangolo proposto. 

Ma senza far uso di questa costruzione geometrica, la quale ò tutta 
particolare e propria del contorno di un triangolo, potremmo anche 
determinale la posizione del centro E, componendo successivamente 
i pesi dei tre lati col metodo (43) che serve alla composizione di 
due forze parallele. Già abbiamo dello da principio che il punto di 
applicazione D del peso risultante da quelli, onde souo gravali i 
due lati AC, AB, e che si possono concepire come concentrati nei 
punii B' e C, si determina sulla retta B' C colla proporzione B'D: CD 
=^AB: AC; dalla quale ricavandosi B'C: CD = AB-hAC: AC, per 

B'C' AC 

trovare la posizione del punlo D si avrà il valore CD = jjgTfifc . 
Passiamo ora a comporre il peso applicato in D e rappresentato dai- 
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la somma AB-+-AC rtil pi si» del terzo lato, riunito in A' e rappre- 
sentalo (lilla lunghezza BC: il peso risultante si rappresenterà rolla 
somma AB-+- AC-+-BC , e il suo punto di applicazione E so- 
pra la rella A'D si troverà mediante la proporzione A'E: DE 
= AB -f- AC: BC; e siccome da questa proporzione si deduce 
A'D: DB = AB -4- AC -+- BC: BC, così per determinare la posizione 
del punto E, che è il' centro di gravità del perimetro del dato trian- 

gelo, avremo il valore DE = AB AC B C" 

In generale quando si abbia a trovare II eentro di gravità del con- 
torno o del perimetro di un poligono qualunque, si considereranno 
i pesi dei lati come forze parallele, rappresentate dalle rispettive 
lunghezze |tei medesimi lati e applicate ai loro punti di mezzo: quin- 
di col metodo che abbiamo ora adoperalo in ordine al contorno di 
un triangolo, cioè colla composizione di due qualunque tra i dati 
pesi, della loro risultante con un terzo peso, e d>sì di mano in ma- 
no nello stesso modo, si troveranno i punti di applicazione delle 
successive risultanti, e si giungerà in fine a determinare il punto di 
applicazione della lisultante o del peso totale, vale a dire il cen- 
tro di gravità del contorno del poligono proposto. Ma se il numero 
dei lati del poligono è grande, sarà più spediente alla determina- 
zione del centro di gravità il metodo analitico che esporremo nel se- 
condo paragrafo. 

104. Centro di pravità dell'air ea di un triangolo. Nel 

triangolo ABC (fig. 83.*) la retta AD che da un vertice A è tirata 
sulla metà del lato opposto BC, divide in parti uguali qualsiasi ret- 
ta B'C\ che tra gli altri due lati del triangolo si conduca parallela- 
mente allo stesso BC. Infatti i triangoli simili ABD ed AB'D', ACD 
ed ACD' ci danno le proporzioni 

BD: B'D' = AD: AD' = CD: CD* ; 

dove essendo BD—CD per condizione, sarà pure B'D'=C'D'. Ciò 
posto, se noi adesso immaginiamo che il triangolo ABC venga di- 
viso in una serie indefinita di elementi sottilissimi e paralleli al la- 
to BC, è chiaro che lutti questi elementi avendo il loro centro di 



Digitized by Google 



DETERMINAZIONE DEI CENTRI DI GRAVITA 271 

gravità nel rispettivo puulo di mezzo, lo avranno pur tulli nella 
reità AD, dalla qu.i le sono tagliali iu parti uguali : dunque nella 
roedrsima retta AD si troverà eziandio il centro di gravità drll'area 
triangolare ABC, cioè in ogni retta che va da un vertice alla metà 
dell'opposto lato. 

Pei tanto se olire alla reità AD se ne meni una seconda BE dal 
vertice B sul mezzo del lato opposto AC, il centro di gravila del- 
l'area del dalo triangolo dovià trovarsi annua sulla retta BE; sarà 
dunque il medesimo centi o m i punto H, dove s'intersecano le due 
rei le. Ora per conoscere la posizione del punto H, si tiri la i ella 
DE; la quale poiché divido in parli piopor/ionali i due lati CB e 
CA del triangolo ABC, riesce parallela al teizo lalo B V : quiudi so- 
no simili i triangoli AHB e DUE, AC.B ed ECD e ci porgono 

AH: HD= AB: ED ss CB: CD = 2: 1, 

ossia 

AH: AH-t-HD — 2: 3. 
g 

Donde ricavandosi il valore AH = ^ AD. si conchiude che compu- 
tate le distanze dai voi liei, il centro di gravità dell' area dì un 
triangolo è ai due terzi della retta condotta da un vertice al pun- 
to medio di II' opposto lalo. È poi evidente (43; che il centro di 
gravità dell'alea di un dadi Inaite lo coincide col centi o di Ire pe- 
si uguali, che si concepiscano applicali ai v ertici del medesimo 
triangolo. 

In generale se venga proposto un poligono qualunque, e si do- 
mandi il centro di gravila di Ila sua area, si risolvei à il poligono 
in tanti triangoli, e iu ciascuno di questi si troveià il centro di gra- 
vità m i modo che abbiamo ora dichiarato. Quindi per determinare 
il centro di gravità dell'arca del |»oligono d do, non avremo a far 
altro che considerare nei cenili dei triangoli elementari allettanti 
pesi, o forze parallele rappreseti lite dalle aree dei medesimi trian- 
goli: componendo successivamente coleste fo.ze in quel modo che 
si è accennalo nel numero precederne, arriveremo iu line a deler- 
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minine il punto di applicazione (lolla risultante totale, ossìa la po- 
sizione del emiro di gravità dell'area del poligono proposto. 

105. Centro ai pr.uftà drll'area 41 un Impealo. Nel 

trapezio ABCD ((ìg. 84.") sieno AB— 6, D n -=Vleb.isi pualMe, ed 
EE'=a la rolla che unisco i loro punii di mozzo. Se i lati AD e BG 
die non sono paralleli, s'immaginano prolungali fino al punto d'in- 
contro, la iella condotta da questo punto al punto E passeaà (104) 
ancora per E', e coinciderà con EE': quindi come quella prima, 
cosi questa seconda retta EE' divide per metà lutti gli elrmouli del 
trapezio paralleli alla base AB, e lei minati dai lati AD, BO; e con- 
tiene per conseguenza il centro di gravila dello slesso liapezio. Di 

1 

più condotte le rette AC, CE, AE', e prese le porzioni Em = -j^E» 
1 

E'»' = y AE'; saranno m ed iri i centri di gravità (104) del- 
le aree triangolari ACB e CAD, nelle quali può scomporsi il tra- 
pezio : dunque anche la rolla miri eonl'nne il contro di gravità di 
tulio il trapezio; il qual centro si troverà perciò nel punto B, do- 
ve si tagliano ledue ielle EE'ed miri. 

Ora per deloi minare la distanza x = HE del centro fi dil pun- 
to di mezzo della base 6, ossei v amo che i pesi p e p' dei triangoli 
ACB e CAD sono proporzionali alle aree dei medesimi, e che le 
due aree triangolari, avendo la slessa altezza, stanno tra loro corno 
le rispettive basi; dunque abbiamo 

p: f/ = AB: DC^ò:6'. 

Ma il peso dell'intero trapezio, che è applicalo in II e risulta dalla 
composi/ione dei pesi p e p' applicali in m ed m\ divide (43) la 
reità miri in patti reciprocamente proporzionali agli stessi pesi com- 
ponenti, sicché ha pur luogo la proporzione 

p: p' = \\m' : H/n ; 

dunque tirate le relle mn ed iriri parallele alla base AB, avremo 

b : ò' = IIro': 0m=Hi*': Hn, 

ed anche U [proporzione conseguente 
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b + t/ : b' = mi': H», 
la quale ci somministra il valore 

ir- 



li/* = un' 



b + b' 



in fine poiché le due rclle wn, 7nV debbono tagliare in parti pro- 
porzionali i lati EC ed EE', E'A ed ET; si ha En = | E E' = 

EV ' = rm' = - a: dunque l'espressione della disianza del centro 
H dal punto E sarà questa 

106. Cnilro di gravità nella p'ramlde trh in oli re. 

Nelld piramide triangolare OABC (lig. 85 ») sia A'B'C/ una sezione 
parali* la alla base ABC: la iella OD ehe d >l vertice 0 è condotta 
al punto medio del lato B ',, divide per metà in I) 1 0 » l i retta 
B'I/ parallela al medesimo lai»; perciò uniti i punii A' e I)', il een- 
tro di gravità d Ila sezione triangolale A'B'C si troverà nella iella 
A'D\ la quale e p. ralle la all'ai ra reità AD. Ora se in AD si deter- 
mina piiina il cenilo 11 della base triangolare ABC, e con esso si 
congiunse quindi il vertice 0 di lla piiamide; facilmente si prove- 
rà elle >l eeulio di gravità della sezione anzidella sia nel punto il', 
dove l i retta OH attraversa l'altra retla A'D': indili per ragione dei 
triangoli simili OAlI ed OA'Il', OAD ed OA'D', abbiamo le pio- 
porzioni 

AH: A'H' = OA: OV = AD: A'D'; 

2 2 

ma è per ipotesi AH = ^ AD; dunque saià pure A'H'=-j A'D', 

ciò che ci dimostra la ver. là dell'asserzione. Ne viene quindi ehe la 
retta OH passando per i cenil i di gravità di tulle le sezioni A'B'C/, 
debba passare eziandio pei centri di lutti gli elementi deda piiami- 
de/mlinilamenlc sottili e paralleli alla base ABI': e così ti centro H 

le trianyolare si troverà nella stessa 
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OH, cioè nella reità che va da uno dei vertici al centro di gravità 
della faccia opposta. 

Pertanto se olii e alla rolla OH si conduca ancor l'altra AK dal 
wlice A al centro dell'opposta faccia OBG; il centra di gra\ità 
della pi i .1 midc dovendo pur trovarsi in questa seconda iella, risie- 
dei à nel punlo G, dove s'incontrano di Decessila le due retlc situa- 
te in uno slesso piano ADO. Ora per conoscere la posizione del 
centro fi, si uniscano i punti H e K; la iella HK riuscirà parallela 
al lato AO, siccome quella che divide in parli proporzionali gli altri 
due lati del triangolo ADO: per la qual cosa essendo tra loro simi- 
li i triangoli OAG, ed HKG, ADO ed HDK, sussisteranno fra i lati 
le relazioni 

Of. : GH = AO : nK = AD : HD — 3 : 1 . 
Quindi si deriva la proporzione 

OG : OG -+- GH = 3 : 4 , 

3 

e conscguentemente il valore OG = ^ OH; per cui si fa manife- 
sto che computale sempre le disianze dai vertici, il entro di gra- 
vità di una piramide triangolare è posto m'Ire quarti della retta 
che da un vertice va al centro di gravità della faccia opposta. Ve- 
de poi ognuno (43) che il centi o di g avilà del volume di uni pira- 
mide liiangolaro coincide roleenlrn di quattro pesi uguali, applicali 
ai vertici dell i medesim i piramide. 

107. La proposizione che abbi imo ora dimostrala per una pira- 
mide triangolare, si estende ancora al volume di una piramide qua- 
lunque- cioè il centro di gravità di una piramide a base qualun- 
que poliqnna si trova ai tre quarti dell t retta che unisce il verti- 
ce col centro di gravità della base, a contare dal vertice medesimo. 
Infitti in qualsiasi piramide i centri di gravila delle sezioni paral- 
lele alla bise essendo Wli posti similmente Ira loro, è chiaro clic 
la retta H condotta dal vertice al centro di gravila della base, pas- 
serà per i cenili di gravità di tulli gli infiniti elementi, nei quali 
può concepirsi risctul i 'i p'n amide per mezzo di piani paralleli alla 
medesima base: si troverà duuque iu quella iella il centro di gia- 
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vilà dell'intera piramic*: Ora imm iginiamo decomposta li» base po- 
ligona in triangoli per mezzo di diagonali, e la dat i piramide in 
piramidi triangolari per mezzo di piani condititi per il \ei lice 
e per le stesse diagonali ; e intendiamo pure menalo un piano V pa- 
rallelo hII.i base della piramide p: onesta, e ai le quarti della sua 
altezza, coni. nido dal vertice: quest'ultimo piano, intersecando pio- 
porzional mente tutte le ielle che si conducano dal vertice alla ba- 
se, passerà (106) per i centri di gravità delle piramidi triangolali 
Scp addette, e Conscguentemente passerà ancora per il eentro di gra- 
vità della piramide data. Adunque poiché un lai centro de\e timar- 
si sopra la n lla R e nel piano P, si conchiude die il medesimo 
Ceid.O saià situato nella comune loro inlei sezione, vale a dire ai tre' 
quarti della retta clic congiunge il voi lice col centro di gia\ilà della 
base poligona. 

Inolili 1 siccome un poliedro qualunque si può semp e risolvete in 
piramidi li i. ingoiai i o a b>si roilllinque poligone, co>l saià facile il 
di* termina re u esso il rispettivo emiro di gra\iià. Imperocché lie- 
te, minali prima i renili di gravità di lle piramidi componenti, il pe- 
so di I poliedro equivarrà alla somma di allrdt mli pesi applicali ai 
centri e rappi esentali rispettivamente dai \olumi delle medesime 
piramidi: quindi d ali come sono i punti di applica/ione e le grandez- 
ze di questi pesi, basterà tire la loto composi/ione successiva col 
metodo delle forze pai-alide (4:1), a line di trovare il punto dove è 
applicalo il |»cso totale, ossia il centi o di gravità del poliedio pro- 
posto. 

108. Prima di far passaggio alle formule colle quali si determi- 
nano analiticamente i centri di gravità, osserviamo die trovalo il 
centro di gravila di un rmpo, può sapersi facilmente se questo in 
una data |msi/.ione si legga su di un piano orizzontale, oppine cor- 
ra pericolo di cadere. Imperocché il «entro di gavilà tendendo 
sempre ad abbassarsi, e il cotpo dal suo peso esscudo sospinto al- 
l'intuì secondo la iella verticale, la qu.de passa per il medesimo 
centro e si chiama linea di direzione, vede ognuno che il corpo si 
manterrà saldo e formo sulla propria base, ovvero sul poligono 
formalo dalle relle che uniscono i punti estremi di appoggio, se il 
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suo centro di gravità sia sostenuto e la linea di direzione incontri la 
base o lo spazio compreso dal dello poligono. 

Con questo s'intendono di leggieri e si spiegano molli fatti che 
sembrano paradossi, e si dà ragione altresì di quei movimenti che 
noi slessi siamo usi di fu e naturalmente per leueici in piedi e io 
equilibrio. Così a cagione di esempio alcune torri benché inclinato 
all'orizzonte non cadono a lena, essendo le loro parti componenti 
per tal modo disposte che la linea di dil ezione di tutto il corpo pas- 
si per la base di appoggio, e il centro di gravila \enga per conse- 
guenza sostenuto ('osi ancora cede statuette che finiscono in un 
emisfero dislese a terra o sopra un piano orizzontale, si alzano da sè 
e rimangono m ila posizione \ei tirale: peichè in esse il centro di 
gravità è situato di tal modo veiso il basso, che quando sono disfo* 
se sopra il piano, la linea di dilezione passa fumi del punto di ap- 
poggio o della bise, e il centro di gravità cadendo le deteimina 
a rialzarsi; quando poi quelle ti u me si trovano diritte nella posizio- 
ne vellicale, restano ferme in questa positura |hm la ragione che la 
linea di due/ione passa appunto per la base di appoggio sojna fi 
piano. Così da ultimo un Uomo se porta un glosso peso sul dorso, 
si piega dalla pai te dinnanzi, e si piega all' indietro se poi la il pes» 
fra le sue braccia ; chi pure sostici a 1 un peso dalla mano destra, si 
inchina a sinistra, e viceversa s in« h*na a destra chi sostiene un pe- 
so (Idia mano sinistra: uff itti movimenti e inclinazioni si cfl}ltuano 
in qucsli e somiglianti casi, affinchè la linea di direzione passi sem- 
pre per lo spazio t he è contenuto fra i due piedi e forni i la base dei 
corpo umano, e si evili conseguentemente ogni pericolo di caduto. 

Determinazione anali lica del centro di gravità. 

109. Abbi imo già dello (98) che sono sensibilmente parallele le 
forze di gravità, onde vengono sollecitali i singoli punti o le diverse 
parti di uu corpo: ciò ammesso, è chiaro che il centro di gravità dì 
un dalo corpo potrà delei minarsi analiticamente per mezzo di quelle 
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/orinole stesse, colle quali si determina in generale il centro di un 
sistemi! di forze parallele. — Pertanto se noi dinotiamo con p il 
pesti di una porzione qualunque di un dato corpo, e chiamiamo x, 
y % 3 le coordinate ortogonali ovvero oblique del punto, m cui è ap- 
plicato quel poso; stanti le formolo {c") del numero (60), le qu di 
competono «I centro d «Ile forze parallele, avremo perii centio di 
gravità {x x , y t , z t ) ilei dalo corpo le tre equazioni 

Ma le forze di gravili, o i pesi delle diverse parti di un corpo sono 
proporzion ili (98; alle m isse corrispondenti: dunque rappresentan- 
do eoo // il rapporto rosi mie dei pi-si alle m isse, e con ?» la massa 
rei diva al peso p , nelle equazioni ora sciitle, sciolti che gienn i 
simboli 1 nelle rispettive somme dei lei mini che in se comprendo- 
no, noi potremo ai diversi pesi p distinti con diversi numeii di api- 
ci sostituire i corrispondenti prodotti my distinti pure eoi detti nu- 
meri di apici nei soli fittoli m : e rosi dopo di a\er tolta il fittene 
^ fornirne a tulli i termini delle frazioni, e di avere raccolto di nuo- 
vo sotto H simbolo 2 le somme dei medesimi termini, passen m© 
alle altre equazioni 

(f'\ — 2i m JÌ -( m j) ~( mz ) 

dove si osservi che per dedurre le, forinole (f) dille forinole (/), 
basta che in queste si sostituiscalo semplicemente ai pesi p le 
quantità m, le quali sono proporzionali ai medesimi pesi. Oltre a 
dò se il coipo abbia una stessi densità in tulio il suo volume, 
ovvero se trattisi di figure geometriche le qudi sono conside- 
rate come inatei iati ed omogenee, le misse delle diverse pulì 
staranno fra loro (102) rome le rispettiv e estensioni, e poli anno 
queste a quelle sostituirsi nelle precedenti equazioni : dunque Delta 
detta ipolesi esprimendosi con 0 sia il volume che in un coi DO 0 in 
un solido geometrico corrisponde alla massa elementare ro, sia an- 
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che l'area o la lunghezza ehe corrisponde alla slessa massa in una 
superfìcie o linea qualunque, vai ranno pure le Ire equazioni 

tri x - « -Za) . 



Quando le parli, nelle quali s'immagina diviso un corpo, sono 
definite in numero e in dimensione ; allora d.de le posizioni dei 
loro cenil i di gravità, e conosciuti ì loro posi o le rispettive, mas- 
se o i volumi corrispondenti, si delei minano scnz' Uro le Ire 
coordinale e 1 1 posi/ione del emiro di lutto il corpo (km* mezzo del- 
le formote (f) ovvero (f), et amile per me zo dille fu. mole (/*') 
nella supposizione «Iella omogeneità: la slessa cosa è a di e in or- 
dine al eenlro di gravità di p ; ù eorpi invariabilmente collegati fra 
loro, coni" pur** in ordine al centro «lette ligure gconi tii' iV. Quan- 
do poi |o parti, nel e quali si concepisce diviso un corpo o una li 
gura, sono inlinite di numero e infinitesime quanto alla estensione; 
allora per di lei minare il centi o di gravità, eonvieue fu uso del ral- 
colo integrale nelle fo. mole stabilite di sopra. Intoni.» alla qu..l ma- 
teria esporiemo i principali punti nei numeii susseguenti, ma pri- 
ma vogliamo fare una osservazione, che ci sarà utile in questa trat- 
tazione. 

Allorché una dita massa o una data estensione viene rife ita a 
tre o a due assi reità ugni ni ovvero obi qui, si suole olii. un ne mo- 
mento della massa o della estensione ris { etto a uno dei piani ovve- 
ro dryli asti coordinati il p oditlo delt i medesim i mass i o osten- 
sione per la distanza coordinai i del suo centro di gravità d.il piano 
ovvero ddl asse. Ora le pquiiioni (f) ed 'f'). liberale d ii denomi- 
tori, esprimono nei primi memi) i i momenti di una m -ssa otti una 
estensione rispetto a tre pUui coordinati, e nei secondi membri le 
somme dei momenti omologhi delle sue poli ; e se la massa o la 
estensione si considera nel piano d'Ile x e delle y, e si lasciano da 
bandi le ultime equazioni d'i due grupui, i primi membri delti' al- 
tre equizioni liberale dai denominatoli rappresentano i momenti 
della massa o della estensione rispetto a due assi coordinati, e i se- 
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rondi membri rappresentano i momenti omologhi delle parti. Dun- 
que si deve ammellerc in generale il seguente teorema : il momen- 
to di una data massa o di una data estensione rispetto a un piano 
o a un asse qualunque, è sempre uguale alla somma dei momenti 
omologhi delle sue parti. 

Centri di gravità delle linee. 

110. Prendiamo le mosse da una curva piana CC (fig. 86.» ), ri- 
ferita agli as9i ottagonali OX, OY condotti nel suo piano: conside- 
rando un arco f.M = s della data curva y — f{x), vediamo che 
il centro di gravità di un tale arco deve essere nel piauo XOY, in 
cui giace la medesima curva; dunque per la determinazione di quel- 
centro, basterà trovare le due coordinate x t ed y i% essendo la terza 
coordinata z t = 0. Or a in un punto M, ossia (x % y) dell'arco, l'ele- 
mento infinitesimo MN= ds che si può riguardale come una linea 
retta, ha il suo centro di gravità nel punto di mezzo ; e per le due 
coordinale di questo centro possono prendersi senza errore sensibi- 
le le stesse coordinate x = OK, y = MK del punto M; dunque sa- 
ranuo xds, y ds i momenti dell'arco elementare ds relativamente ai 
due assi coordinati. Quindi poiché il momento di una estensione io 
ordine a un piano o ad un asse è sempre uguale alla somma dei 
momenti omologhi delle sue parti, come abbiamo dichiarato alla 
fine del numero precedente ; perciò nel caso di cui ora trattiamo, 
essendo x t I (ds) ed y, I (ds) i momenti di tutto l'arco s rispello ai 
medesimi assi coordina ti, sussisteranno le due equazioni 

x i l(ds) = l(xds) 1 yi l(ds)=,y(yds). 

Ma (XCII) la somma di lutti i valori che dentro certi limiti riceve 
un' espressione differenziale, non è che l'integrale della medesima 
espressione preso tra gli slessi limiti ; dunque per determinare le 
coordinate del centro di gravità dell'arco * di una curva piana, si 
avranno (XCI11) le due formole 
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Jxds Sx\ dx* -My 



7 



nelle quali gli integrali devono estendersi da una estremità all'altra 
dell'arco che nella curva si considera 

111. Se l'arco s fosse simmetrico rispello a uno degli assi coor- 
dinali, per. es. ali asse d«'lle or, il suo centro di gravità si trove- 
rebbe in un punto di questo assi* : per la qual cosa annullandosi io 
tal caso la 01 dinaia ty t del centro di gra\ità, basterà determinare 
il valore della ascissa corrispondente <r, mediante la prima for- 
inola (/"'). 

All'opposto se la linea piana s si considerasse nello spazio, ov- 
vero se la linea « fosse un arco a doppia curvatura, converreb- 
be allora riferii ne la posizione a Ire assi rettangolari ovvero obli- 
qui, e determinare le tre coordinate del suo centro di gravità con 
altrettante equazioni. Sono in questo caso xds, y ds, z ds presso un 
punto (x, i/, s) i momenti dell'arco elementare ds, che si può sem- 
pre risguaidarc come rettilineo, in ordino ai Ire piani coordinati; 
e quindi applicando il teorema dei momenti, avremo le equazioni 
r l 1 {ds) = 2 (x ds) , Vt 2 [ds) = 2 (y ds) , z, 1 (ds) = I(z ds). 
Presi gli assi ad angolo retto fra loro, l'elemento ds non è altro che 
la diagonale di un parallelepipedo rettangolo, il quale ha per spigo- 
li non paralleli gli incrementi iufinilesimi dx, dy, dz, ed equivale 
conseguentemente alla espressione v/dx' -+-dy*-\-dz t : dunque nel- 
la supposizione degli assi rettangolari, adoperando come è giusto 
nelle formule preredenti il simbolo integralo invece del simbolo 
sommatorio, si oderanno le tre coordinate del centro di gravità del- 
la linea s dalle tre equazioni 
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Sxds _ Jji/rìx ' -h (ly* -+-(h x 

Sy ds _ J Wdx % -+- dy* -+- ri:' 
ÌJx ^ Sd$— J\ dx' + dy' + dz 9 ' 

— Sz\fd.T % tly* -\- dz % 

e in queste equazioni gli integrali devono sempre prendersi, come ò 
chiaro, tra i limiti della linea o dell'arco s. Applichiamo le formolo 
stabilite a qualche esempio. 

112. F»rmplo i. Trovare il centro di gravità di un arco cir- 
colare MXM'= * (fig. 87. a ). 

Essendo l'arco simmeti ico per rispello al raggio CX, dal quale è 
diviso per mezzo, avrà il suo centro di gra\iià nello slesso raggio, 
per es. nel punte» G : laonde se si assume CX per asse delle ascis- 
se, e per asse delle ordinale un altro raggio CY perpendicolare al 
primo; per la dete min azione del punto G, basterà troverà l'ascissa 
x t — CG colla prima forinola (/"'), come e sialo osservato al prin- 
cipio del numero precedente. Pertanto condotta la corda MM' = c, 
e posto CX — r, CK — a; poiché l'equazione (VI) della curva cir- 
colare y ss yj r « _ x * ci somministra, mediante la differenziazione 

(XI, VII;, i valori 

. xdx . dy % r % 

perciò l'ascissa del centro G ci verrà data della forinola 

s J v dx % s J v/r* — a?" 
Ora in questa forinola l'integrale che per sò si estende a tulto Var- 
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ir ir 

j- c \_f^ cos 4 / ie 86,1 J 1 *» 8 ' T* dl ] 

t> 0 

= [ J- ( 4 cos j « -h 2* sen -| «) - ^ cos»^ * J 

2 4 

= ice — 2c-H-j- c= t.c — -gC. 

E poi manifesto che col valore della prima coordinata si deter- 
mina il centro di gravità dell' intera cicloide 2$, la quale è simme- 
trica rispetto all'asse 2c; giacché abbiamo per tutta la cicloide 

Jjra\fs_ Sxds _2 

• 

come per l'ascissa della semicicloide. 

114. Esemplo in. Trovare col calcolo il centro di yravità di 
una linea retta, rappresentata nello spazio dalle due equazioni 
y = mx-hn; z=m'x + n'. 

Abbiamo già detto in altro luogo che il centro di gravità di una 
data linea retta è situato nel punto di mezzo della sua lunghezza; 
e qui si propone di nuovo l'esempio della linea retta, perchè in es- 
so si vegga una facile applicazione delle formole generali stabilite 
nel numero (111). Pertanto sieno 2, p i valori della x corrispondenti 
alle due estremità della retta data: è evidente che per il punto di 
Yol.l. . ,19 
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mezzo si avrà e che un tal valore, sostituito Yiclle due 

equazioni della retta invece della coordinata x y ci darà per lo sles- 
so punto di mezzo i valori delle altre due coordinale 

1 1 

y= — m (<t+p)4-!t, 2 m'(x-4-p)-|-n'. 

Ora sono appunto questi i valori che risultano dalle forinole gene 
rali in ordine alle tre coordinate del centro di gravità della mede- 
sima retta. 

Infatti ricavandosi dalle due equazioni della reità le espressioni 
differenziali dy = m dx , dz = m'dx , si avrà 

v'dx* dif ffc* — V i 4- »»' + m" dx=C dx , 

ove si esprima con C il radicale costante v i -+- n? -h in 71 . Quindi 
essendo x e p i limili degli integrali che si riferiscono alla data retta 
nelle formule del centro di gravità, si otterranno i seguenti valori 

P P 

a a 

• 3 P 

/ x V ^: 4 -f.(/y-h(/;^ / G» dx = -j C(p" - a*) , 
a a 

? P 

/" yv dx l -Hhj"-Ulz i =. f (mx^Cdx^jCm^^y^Cnip -*), 

a a 
P P 

f Zi >' dx'+dy'+dz^ f tm'x+n^da^jCmXy-S^nXp-i); 

x . a 

e poiché il rapporto della differenza (£* — i % ) all' altra differenza 
(p — x) consiste nella somma perciò dalle forinole generali 

del numero citato (111), mediante la sostituzione dei valori parti- 
colari ora scritti, dedurremo per il centro di gravità della retta data 
le tre coordinate 
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*,= y(*-r-p), y t =-ym(«-Ì-p) -f-n, z t = ym'(«-r-p)-htt' 

Queste coordinate appartengono pure, siccome abbiamo dichiarato 
di sopra, al punto di mezzo della retta proposta ; dunque il centro 
di gravità di una retta si trova nel punto di mezzo della sua lun- 
ghezza. 

Centri di gravità delie superitele piane. 

Ilo. La superfìcie A — BMKD (fig. 86.*), riferita a due assi 
che si conducono nel suo piano sotto un angolo qualunque 0, sia 
1.° terminata dalla curva CC, dall'asse delle ascisse OX, e dalle 
ordinate BD ed MK. il centro di gravità della medesima area tro- 
vasi nel piano XOY; e però non debbono determinarsi se non le 
due coordinate x t ed y t . Ora preso l'arco infinitesimo MN, e tra le 
ordinale de' suoi punti estremi condotta la retta ME parallela all'as- 
se OX, l'elemento MKH.N = r/A infinitamente piccolo in larghezza 
e parallelo all'asse OY\ può scambiarsi col parallelogrammo MKIIE, 
ed ha il centro di gravità nel centro slesso della sua figura: dun- 
que se r ed ?/ sieno le coordinale di un punto qualunque M della 
curva, ondò terminata la superfìcie che consideriamo; per le coor- 
dinate del centro di gravila dell'elemento r/A potranno prendersi lo 
1 

rette £ ed -r </, dai cui valori quelle non difleriscono che di una 

1 

quantità infinitesima. Pei tanto saranno xd\, ed -sydk i momenti 

dell'area elementare rispetto agli assi coordinati ; e attesa (XCIY) 
la espressione d\ = i/sen 0 dx, per le stesse ragioni del n. (110) 
\urranno le due formolo 
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Queste formolo,' come è chiaro, non dipendono dall'angolo e ri- 
mangono le slesse, sieno gli assi rettangolari ovvero obliqui; i li- 
ii) ili poi degli integrali sono que' onedesimi, dai quali è circoscritta 
la superfìcie A. 

Sia la superficie A = BMM'B' inferiormente terminata da 
un'altra curva C'C: espresse con y ed t/ le coordinate del contorno 
corrispondenti a una medesima ascissa x % sarà (y — y')senO dx la 
misura dell'elemento MM'iVN,<5ome abbiamo «otato nella Introdu- 
zione (XCIV); e poiché menata anche la retta M'E' parallela all'as- 
ce OX, il medesimo elemento non differisce che di una quantità in- 
finitesima dal parallelogrammo MEE'M', ne segue che per le coor- 
dinate del suo centro di gravità potranno assumersi le due lunghez- 
ze a; ed — y')~hyf = j (y-jf-xf). Quindi essendo i due pro- 

tiotti x (y — y') sen 6 dx, ed (y-htf) (y — fj 'Sene dx i momenti 

dell'area elementare : per rispetto agli assi coordinati, avremo le 
due formole 



(Ti 



\ 



X m 



f (y-y')dx 



x m 



* /(y-n')dx 



per determinare il centro di gravità di una superficie piana, conte- 
nula tra due curve y= f[x)*d y' = f (x); nelle medesime formole i 
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due limili x* ed x^ sono le ascisse dei punii estremi degli archi, 
ond'è terminala l'area A. 

116. Le espressioni trovale (/**) ed (f) si. possono unire insie- 
me sollo forma d'integrali doppii. Infatti se noi presso un punto, 
qualunque (j\ y) della supertìcie A consideriamo un parai lelogtam- 
ous ossia un elemento infinitesimo di secondo; ordine dx dy sen 0,, 
potremo attribuire' gli stessi valori x ed y alle coordinale del suoi 
centro di gravilà: quindi it teorema dei momenti di un* data esten- 
sione e delle sue parti eh darà le due «equazioni,, x t l (dx dy sen6)j 
=^I(xda dy sen 0), yJL (dx dy sen 8) ^ 2 (ydx dy seo 6) ; ed equi- 
valendo iu questo caso il simbolo I a uo integrale doppio , si de- 
durranno in coordinate retliline , rettangolari ovvero obblique , In, 
due formule 

^Stfxdxdy_ JtSyàxdy 
JJdxdy' % yt ~~ JSdxdy ' 

Se. la superfìcie A è terminata dall ' asse delle ascisse e da una cur- 
va y = f(x), si eseguirà la prima integrazione rispetto alla varia- 
bile y tra ì limiti zero ed y, e le due ultime forinole coincideranno 
colle formote (/"): se poi la supertìcie piana A è terminata dalle 
due curve y = f(x) eòi/ = ? (ap), il primo integrale rispetto alla 
varibile y si dovrà prendete tra i limiti \f ed y, e le ultime forinole 
non saranno altro che le due formule (/*). 

117. Ma netta ricerca del centro di gravità di una data superfì- 
cie piana giova in molti casi prendere rettangolari le cooi-dinat* 
rettilinee x, y del medesimo centro, ed esprimerle in funzione delle 
coordinate polari degli altri punti della superficie. 

Si risguardi come polo l'origine 0 delle coordinate rettangolari, 
e eon>e asse polare V asse OX delle ascisse: sieno 0», y le coordina- 
te rettilinee di un punto qualunque della superficie A, eie sueeoor- 
di-nate polari sieno p ed u». Se immaginiamo che il raggio vettore 
p si sposti di una quantità angolare oV», l' arco descritto dalla sua 
estremità eoi centro in 0 avrà per espressione il prodotto ? o\u, rap- 
presentando. l' angolo centrale un arco simile di raggio 1 : 

inoltre se facciamo variare il medesimo raggio p di una quantità 

• 
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dp, e lo trasportiamo quindi dalla prima alla seconda posizione, po- 
tremo considerare come un rettangolo il quadrilatero compreso di 
qua e di là dall' incremento dp, e dagli arcui circolari descritti col 
centro in 0 e coi raggi p, (p-+-dp). Sarà qneslo rettangolo un ele- 
mento infinitesimo di secondo ordine della superficie A, la sua area 
si esprimerà col prodotto dei due lati adiacenti p do>. dp, e le di- 
stanze del suo centro di gravità dagli assi coordinali (II) saranno 
x = p cos u>, y — p sen u>: laonde , giusta il teorema dei momenti , 
sussisteranno le due equazioni « t 2(p di* dp) = 2(p* cos u> do dp), 
y t l{p dw dp) = I(p' sen e> dw dp); e da queste equazioni, sostituendo 
al simbolo - gli integrali doppii che devono estendersi a tutta la su- 
perficie data , ricaveremo le due coordinate rettangolari del centro 
di gravità 

/ SS ?* cos w dw dp SS?* sen w ^ w 

(/ j Xì ~ ~SSp d^d*~ ' Vl ~ SSp dud? * 

Quando la superficie piana A, ovvero 2A, fosse simmetrica rispet- 
to a una retta, la quale si prenda per asse delle ascisse, il suo cen- 
tro di gravità si troverebbe sopra questa retta, e si avrebbe y = 0: 
conscguentemente basterà in tal caso calcolare tra i limili della in- 
tera superficie data, o della sua metà, la sola prima formola (/""j, 
ovvero (f 1 *); e l'una o l'altra di queste forinole ci farà conoscere 
l'ascissa del centro cercalo. Veniamo ad alcuni esempii. 

118. Esemplo i. Trovare il centro di gravità del segmento e 
del settore di un circolo. 

l.° Sieno r il raggio del circolo, 2A = BMM'(flg 88.») il seg- 
mento, e 2* l'angolo MCM' compreso dai raggi estremi: preso il 
centro del circolo per origine delle coordinate , e per asse delle 
ascisse il raggio CB che divide per metà l'angolo 2a, il centro di 
gravità del segmento 2A, il quale è simmetrico in ordine a CB, sì 
troverà in un punto di questo raggio , e la sua determinazione di- 
penderà da quella della sola ascissa x t . Ora siccome celesta ascis- 
sa appartiene ancora al centro del semi -segmento A = BMK, e 

d'altronde nel circolo si ha y = v > " — x % ; così mediante la prima 



Digitized by Google 



DETERMINAZIONE DEI CENTRI DI GRAVITA 295 

forinola (/"), e attese le regole dei numeri (LXXX1X e XC), tra- 
veremo 



r x\f?=7ix - Ulr'-x'Yì 

, . _ J reo** ó [\ / ycosx 

f* v r* — x' dx \ [ x vV — P-f- r'arc. sen 7]^^ 



r* — r* cos* 1 



j[r* ^ — r cos 1 vV— rW a — r*^ — a JJ 



2 sen* <z 

r 



3 1 — sen 1 cos z 

\ 

Nella semi-area circolare si ha l'angolo a= yr; PW conseguenza 

rispetto alta medesima il centro di gravità risiede noi raggio che di- 
vide il semicircolo in due quadranti, e la sua distanza dal centro 

ir 

dello stesso circolo equivale alla quantità jp. 

2.° Quanto al settore circolare CMBM', il suo centro di gravità 
coincide con quello dell'arco NN' descritto tra i suoi limili con un 

raggio CB'= -j r. Infatti immaginiamo che l'arco MBM' venga di- 
viso in una serie infinita di parti uguali, e che ai singoli punti di 
divisione sieno condotti altrettanti raggi dal centro C: è chiaro che 
il settore CMBM' resterà decomposto in un uumero infinito di setto- 
ri infinitamente piccoli ed uguali; e come questi settori possono con- 
siderarsi a guisa di tanti triangoli col vertice in C, così i loro cen- 
tri di gravità coincideranno (104) coi centri degli elementi successi- 
vi dell' arco NN', e col centro di gravità del medesimo arco coinci- 
derà quello del dato settore CMBM'. Sieno pertanto c le lunghez- 
ze dell'arco ond ò terminato il settore, e della corda corrisponden- 
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te: l'arco NN' e la sua corda si esprimeranno per s, e c ; conse- 
guentemente (112) il centro di gravità del settore circolare è po- 
sto sul raggiò da cui viene questo diviso per mezzo, e la sua di- 
stanza dal centro' del circolo si ha dalla formoia 



ed è perciò quarta proporzionale dopo ? arco, hr corda ridite 
terzi del raggio. 

Si giunge facilmente a questo ultimo risultato, adoperando le co- 
ordinate polari e calcolando l'ascissa x t colla prima; formoia (/*"). 
L origine delle coordinate rettilinee e il polo* stieno BeV centro C 
del circolo, l'asse delle ascisse e l'asse polare coincidano colla bi- 
settrice dell' angolo 2a del dato* settore circolare: il centro di gra- 
vità del settore si trova nella dotta bisettrice, o nel raggio di sim- 
metria Clf; e la sua ascissa x t che sola deve essere delerminata, ap- 
parterrà ancora al centro di gravità del semi-settore BMC Bisogne- 
rà quindi nella prima formoia ../'", prendere gli integrali U a i limiti) 
zero ed r in ordine alla variabile p; e tra i limiti — a e -+- a, ov- 
véro trai limiti zero ed a, rispetto all'altra variabile' o>: attenendoci 
a questi ultimi limiti, troveremo il valore 



t t 

T r T c __ 2 re 
2 ~ 3 s 9 

IT S 




0 0 



0 



r 





O 0 



0 




seti t 



2 2rsen* 




2 * 
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ed è appunto questo il valore dell' ascissa o?„ che abbiamo già ot- 
tenuto senza L' aiuto, dell» formula. 

119. 1 «empio li. Centro di gravità dell'area compresa tra la 
parabola y'= 2px, una data ascissa a, e riordinata corrisponden- 
te b; owero tra la medesima parabola, e la fetta y' =s mx. 

1.* Fatto OK = a ed MK=6, sara MNOK (tig. 89.*) l'area pa- 
rabolica, nella qnale si cerca il centro di gravità: per determinare 
questo centro, applichiamo le due formole (/T), ed avremo 



j&J zpxdx J x* dx 24. 
o o 5 E 



j \/ zpxdx j x +dx 3 



s a* 



a 



/zpxdx Vip fxdx Q * 
2 f s/zjxdx 2 ^ 3 °' 



2. d Sia OM la retta rappresentata dalfo equazione y 1 = ma sarà- 
OMN la seconda supeiGeie, nella quale vuor trovarsi il cewtre di gra- 
vità. Chiamata a l'ascissa OK, rhe corrisponde alta ordinata» M'K 
comune alla parabola ed alla retta; si hanno le due relazioni 



\J zpa = ma , a = : 



quindi applicando le formole (/ T ), determineremo il centro di gra- 
vità dell'area OMN colle due coordinate 
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u u 



0 

x.= - 



f (y — y') dx J Wlp.x* — mx)dx 



g \ 

g-V 2/;a . a* j ma* 



-j-V 2/>a . a — ma* y a ^ 



2 , 1 , 

2 ì — == 5 a= 5^ • 

— a s-a 



a 



0 o 

T7= : 4 -= l ma = m ■ 

^V^pa—ma ma — ma 

120. i:«empio ili. Determinare il centro di gravità delfarea 
di una data cicloide (fig. lo."). 

La cicloide, riferita al suo asse e alla Ungente nel vertice, si rap- 
presenta (XXXI) colle due equazioni 

x = c (1 — cos a), y = c (a -+- sen a) ; 

e la prima di queste equazioni, mediante la differenziazione, divie- 
ne semplicemcnle 

dx = c sen a di : 
otterremo quindi i due prodotti differenziali 
xydx= c*(* sen a -+- seu'a — a sen a cos a — sen'i cos a) dx 
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i i 1 — cos 2z 1 n , v , 

= c (a sen x H ^ -g- « seu 2x — sen a cos a) dx 

y'dj^c^x* sen ot-haasen'u-sen'jt)^ 

= c* [i* seu i+x(l- cos 2x)H-sen , x] dx; • * 

per conseguenza, allesi gli integrali già trovali nell' Introduzione 
(XC. LXXX1X), e avuto anche riguardo alia espressione integrale 

JYsenxda = — x'eosx-+-2 Jx cosx dx= 2xsenxH-2cosa— a 1 cos*, 

rispetto alla metà di tutta l'arca della cicloide, ossia (XC1V) rispetto 

3 

all'arca ABA^yzc", le due formole (/*") ci daranno i rispettivi 
valori 



« ir « 

— j- / cos2xdx — y ^" xsen2xrfx — y scn'xcosxdxj 

0 0 0 

2c r 1 1 

= sen x — x cos x y x — ^ sen 2x 



— ^sen2xH- ^-xcos2x — sen *x 
2c / 1 1 \ 1 



2c 



T7 



y« = "3~i- y *y % dx= ( x'seuxdx-h j xdx 

o 



—J x cos ixdi-hj^ sen* xdtj= ^-|^2x sena + 2 cos 



o 
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11 1 

— i'cos Jt-H y a* j» cos Sa — -j i sen 2i 

2 > c / 3 , 8 \ xc 8c 

-f C0S % = ^t¥ r -- "rJ-T—R ' 

La prima di qtrestc due coorttroate, vale a dire ar^-g- e aw»ve- » 

determinare sopra l'asse A A' la posizione del centro di gravità di 
tuta l'area cfcfoiottle BAIi'B. 

Centri di gravità delle superficie e del solidi di rivoluzione. 

121. Tirati ad angolo retto due assi OX ed OY (ffg. 86.»), nel 
piano XOY descriviamo- pri»a un arco BM =t* a* untare» BMKEK 
= A, ed immaginiamo quindi che così t'arco, come l'area si rivol- 
ga intorno all'asse delle ascisse OX : è chiaro che la superficie cur- 
va S e il volume V, generali dalla rispettiva rotazione dell' arco e 
dell'area, essendo simmetrici rispetlo ad OX, hanno in questo asse 
il loro centro di gravità; dunque per la determinazione di un tal 
centro, basterà trovare la sua ascissa x t . Ora in un punto M, 
ossia (&,jf), Tormento della supcifiVie curva S è la superficie late- 
rale di un tronco di cono retto, vale a dire l'elemento dS è la su- 
perficie generata dalla rotazione dell'arco elementare MN=<fc, e si 
esprime (XCVI) col prodotto ìzyds; l'elemento poi del solido V è il 
cilindro retto dV, generato (Lilla rotazione dell'area elementare 
MKILN, ossia del rettangolo MKHE = dA, ed ha per espressione 
(XCVI) il prodotto zy*dx. Dunque poiché l'ascissa del centro di gra- 
vilà di ambedue gli clementi dS e dV non differisce dal valore nu- 
merico x che di una quantità infinitesima , potremo rappresentare 
con %-xyds e r.xy*dx i rispettivi momenti dei medesimi in ordine a 
un piano condotto per l'origine 0 perpendicolarmente ad OX; ed a- 
vremo cosi la forinola (109. XCI11) 



— -jsen r acosi 
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relativamente alla superficie curva S, e di pari modo la forinola 
,,*,m <- S^nfdx _ J xy'tte 

rispetto al solido o al volume V: è bene inteso che in queste formolo 
gì' integrali sono da estendersi sempre a tutto l'arco, ovvero a tutta 
l'arca generatrice; la quale del resto si suppone qui terminala da 
una curva CC, da due ordinale BD ed MK, e dall'asse OX delle a- 

■ 

scisse. 

Se l'area generatrice A =s BMWB' fosse terminata dalle due cur- 
ve CC e C'C, le quali abbiano le ordinate y ed y' corrispondenti a 
una stessa ascissa x\ il differenziale d\, ossia V elemento del soli- 
do V, generato dall'area elementare dA=MM'NN' intorno ad OX, si 
esprimerebbe allora colla differenza -y t dx—zy ,i dx=T>(y t —y'*)dx: 
per conseguente il centro di gravità del solido che un'area qualun- 
que genera colla sua rotazione intorno a un asse situato nel suo pia- 
no, si determina generalmente per mezzo della equazione 



in - 



x m 

essendo x 0 ed x m le ascisse tlei punti estremi degli archi,. dai quali 
viene terminata l'area generatrice. Ecco alcuni esempii in proposilo. 

122. Riempio i. Trovare il centro di gravità di una zona e 
di un segmento di sfera. 
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Sieno à = CH, ifc = CK (fig. 90°) le distanze del centro della 
sfera dalle due basi della zona, che è generala dalla rotazione del- 
l'arco circolare NM intorno al raggio CB =a: preso questo raggio 
per asse delle ascisse, e il centro C per origine delle coordinate, 
l'equazione della curva generatrice y* = a % — x\ mediante la dif- 
ferenziazione, ci sointniuistra il valore 

Sostituendo ora un tal valore nella forinola generale (/""), otter- 
remo 



k 

ax dx 1 

x *~~ * k — h ~ 2 

a dx 



■ / 

h 

ili | 

e così essendo = h-\- ^{k — h), conchiudiamo che il centro 

di (jravitù di una zona sferica dimora nel punto di mezzo della retta 
— h) f la quale unisce i centri delle due basi onde è terminata la 
medesima zona. 

Per ciò che si attiene al segmento della sfera generato dalla ro- 
tazione del semi segmento circolare BMK, applicando la formola 
(/*'"), troviamo 

a 



/(«•-,•)«« l a ' x -l x 'l 
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i ( fl ± jO] 

4 ' 2a-4-/k ; 



|- a 8 - a' * + I A" i (2a + ft)(a- A)' 



e come si ha k = 0 per la melà di tutta la sfera, così in questo ca- 
so il centro di gravità sarà distante dal centro della figura di una 
3 

quantità x t = ^a. 

Qui è bene avvertire che se l' area generatrice fosso terminata 

dalla curva ellittica y* = {a* — &*), e il segmento appartenesse 

ad una ellissoide di rotazione intorno all'asse Sa, l'ascissa del suo 
centro di gravità risulterebbe pari a quella che abbiamo ora deter- 

b* 

minata per un segmento di sfera; giacché il nuovo fattore —, che 

nella delta ipotesi si deve introdurre nella formula (/""), sparisco 
poi da sè slesso, essendo comune ai due termini di una medesima 



123. i:«« iti|»io li Centro di gravità della superficie curva e 
del volume di un cono retto. 

Rappresentiamo con c la lunghezza dell'asse AC (lìg. 9t. a ), nel 
quale si computano lo ascisse; e con j-, 1;i disianza del centro di 
gravità della superfìcie o del volume dal vertice del cono, dove si 
colloca l'origine delle coordinate rettangolari: saranno 



l'equazione finita e l' equazione differenziale della retta generatri- 
ce AB; epperò adoperando le forinole {f") ed (/"""), conseguire- 
mo per l'ascissa del centro di gravità il valore 



frazione. 



y — mx, 
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J mxs/\ +m % dx j xdx 
o o 



nix* s/i -+- m*dx f x*~dx 

c — — 



quanto alla superficie convessa del cono, e di pari modo il valore 



in ordine al volume del medesimo cono. Quindi è chiaro (104. 107) 
che in uno stesso punto hanno il centro di gravità la superfì- 
cie curva e la intersezione triangolare ABB' di un cono retto con 
un piano menato per il suo asse, come pure il cono retto e una pi- 
ramide in esso inscritta o circoscritta sopra una base regolare. 

124. Ksemplo ili. Determinare ì.*il centro di gravità del so- 
.lido che l'area compresa tra una parabola, F asse di questa e una 
ordinata perpendicolare, produce colia sua rotazione intorno alla 
tangente nel vertice della curva; 2.° il centro di gravità del solido 
terminato alla superficie che le due parabole y* = 2px,y" = 
2p' ( à - x ) generano colla loro rivoluzione intorno all'asse delle 
ascisse. 

1.° Prendiamo la tangente OX (fig. 92.*) nel vertice della parabo- 
,la, per asse delle ascisse, e l'asse OY della medesima curva per 
quello delle -ordinate : «spresse cou x ed y' le coordinate correnti 
dell'arco parabolico OM, da cui viene terminata l'area generatrice 
OMII, e con a e b le coordinate estreme OK ed MK; le rispettive 
equazioni della retta MO parallela all'asse OX e della parabola OM 
saranno (111. Vili) 



c 




0 
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y = b t X* = , 
che ci porgono quindi i (lue valori 

x K o k 

Ciò posto, e messa in opera la forinola (/"), vede ognuno che l'es- 
pressione della ascissa x x , onde si determina il centro di gravità 
del solido prodotto per la rotazione dell'area OMH intorno alla tan- 
gente OX, è la seguente 



f (y'-y'^dx f (a>-x>)x 



dx 



o 

x. = — 



a 



f (y'-ìDfo f (<* v - * % )dx 



O 0 

1 « 1 « 

2 a ~ T a 5 
« - 5« 

2. 9 Essendo iy' = 2/w l'equazione di una parabola AB (fig. 93. a ) 
riferita al suo vertice A, ed y" — ìp'x' l'equazione della parabola 
opposta A'B rispetto al proprio vertice A' ; se vogliamo trasferire 
da A' in A l'origine delle coordinale di questa seconda parabola, 
la quale si suppone avere l'asse coincidente con quello della prima 
parabola, faremo per es. AD = #, A'D = a/, A A' — a : sarà 
A'D= AA' — AD = a— x, e cosi l'equazione della seconda pa- 
rabola diverrà y ft == ìp' {a—x), quale è stata proposta nella enun- 
ciazione del problema. Ancora osserviamo che incontrandosi le 
due parabole nel punto B da una parte del piano dove stanno, l'es- 
pressione della ascissa AC = h di questo punto comune alle pa- 
rabole, si dedurrà dalle loro equazioni , col sostituire in esse la 
Voi. I. 20 
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quantità particolare h alla x, c col porre quindi y=y'; di tal mo- 
do si av rà tph = 2p' (a — À), e sarà per conseguenza h . 

Fatte queste osservazioni, è chiaro che per ottenere l'ascissa del 
centro di gravità del solido generato dalla rotazione delle due aree 
paraboliche, vale a dire del solido terminato dalla superficie cui 
genera la curva ABA' rivolgendosi, intorno all'asse AA', bisognerà 
dividere la somma dei momenti rispetto ad AY di tulli gli elementi 
delle due parti del solido generato, per la somma degli elementi 
delle medesime parli ; si a\rà perciò a calcolare la formola 

h a 



f xy % <fa + f xy' % dx 



, r o h_ 

— h a 



f y* dx-h f y"dx 
o 'h 

Ora a norma dei soliti teoremi di calcolo integrale e atteso anche 
il valore già notato della quantità A, noi abbiamo 

h h 

o o 

J xy"dx= f x . lp\a -x)dx = a'p' — | a - f>'— ah' p'-h jk*p' 
h 'h 

"~ 3° P 5+?? 3 (p + pT ' 
h k 

0 0 
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u u 

f ifdx = f ìp'ia-x, dx — ìa'p' — a'p' — iahp' + h'p' 



= « V - + Jj+y-y • 

sostituiti dunque tulli questi valori nella espressione dell'ascissa 0„ 
ridotti quindi a un medesimo denominatore i termini sì del divi- 
dendo come del divisore, e tolti in fine i fattori comuni ai termini 
della frazione risultante, si otterrà la nuova espressione 



a ipp' 1 -4-py4-3pV' _a (p ■+■ ty'){pp' % 
••-3 (p^+pYìip + p') ~3 (pp"+f>yXp- 



~~ s p-t-p' 



Se le due paiabole fossero uguali, e si avesse perciò l'eguaglianza 
dei semiparametri p e p', l'ultima forinola ci darebbe x x ~\a\ 
e questo risultato, senza che lo deduciamo dalla formula, apparisce 
ad ognuno ed è per sè stesso evidente. 

Centri di gravità di ona superficie e di od solido qualunque. 

125. Per maggiore, semplicità prendiamo rettangolari tra loro gli 
assi OX, OY, OZ; quindi nella superGcic di un solido qualunque, 
per ciascuno dei due punti infinitamente vicini (x, y, i) ed (x-\-dx, 
y-hdy, z-hd;), immaginiamo che passino due piani rispettiva- 
mente paralleli ai piani coordinati XOZ, YOZ : la porzione w, com- 
presa fra i quattro piani immaginati, sarà l'elemento della superfi- 
cie S; e questo elemento che è una quantità infinitesima di secon- 
do ordine, potrà considerarsi come un'area piana, e sul piano XOY 
avrà per proiezione il rettangolo dx dy. Ora la proiezione di una 
superficie piana sopra un piano dato è sempre uguale al prodotto 
della stessa superficie pel coseno della sua inclinazione al medesi- 



« 
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mo piano, rome abbiamo già dimostrato nel numero (XXXIII) del- 
la Introduzione: dunque chiamando 0 l'angolo che col piano XOY 
fa l'elemento <•>, ossia il piano tangente nel punto (x, y, z), potremo 

dx (ìlj 

scrivere w = -^--^ ~ seco dx dy; e quindi, giusta il consueto teo- 
rema dei momenti, avremo gli integrali doppii 

SSx&cbd&dy S Sy sec 0 dx dy 

~~ SSswMdxdy ' ' !i ~~ J J'secO dx dy ' 

SS zsceOdxdy 
Zi ~~ SS sec erfjs dy ' 

i quali servono a determinare le coordinate del centro di gravità di 
qualsiasi superficie. 

A fine poi di trasformare i medesimi integrali in altri più usitati, 
sia z =/Tìc, y) l'equazione della superficie proposta, e si denoti 
colla lettera v l'angolo acuto che forma coll'asse positivo OZ la retta 
n normale alla supeiticie nel punto (x, y, z); avremo (TI) l'espres- 
sione 

t 

COS Y= t==== 

nella quale il radicale si riguarderà sempre come una quantità po- 
sitiva. Ma l'angolo 0, formato dal piano tangente nel punto (a?,y, 2) 
e dal piano coordinalo XOY, ha per misura l'angolo rettilineo 7, 
che è compreso dalle rette « ed OZ rispettivamente perpendicolari 
ai medesimi piani: sarà dunque 

«— '-=-,-\M8MSJ' 

e così gì' integrali che servono a determinare il centro di gravità di 
una superficie, potranno scriversi nel modo seguente 
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In queste formole gii integrali doppii debbono estendersi a tutta la 
superficie, di cui si tratta; sicché tra i limiti ond'è circoscritta la 
proiezione della superficie sul piano XOY, integreremo prima in or- 
dine alla sola variabile y, considerando la quantità x come se fosse 
costante, e dipoi eseguiremo l'altra integrazione per rispetto alla 
stessa a;, conforme a quello che è stato dello nel numero (C1V) della 
Introduzione. 

Abbiamo promesso altrove di dare in questo luogo la formola 
che serve alla quadratura di una superficie qualunque curva, rap- 
preseutata dalla equazione z=f(x, y). Or bone, per le cose dette 
nel presente numero, vede ognuno che una tal formola non è altro 
che il denominalore delle equazioni (f 1 ) ; vale a dire esscudo u = 
secb dxdy l'elemento infinitesimo in ogni verso di una superficie S 
che si vuole quadrare , V espressione integrale di questa superficie 
sarà 

dove le due inlegrazioni successive si devono effettuare tra i limiti 
e in quel modo che abbiamo detto poc'anzi. 



irò 
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126. Passiamo ora ai solidi ed immaginiamo che un volume qua- 
lunque V sia diviso in un numero infinito di parallelepipedi rettan- 
goli per mezzo di tre serie di piani rispettivamente paralleli ai Ire 
piani coordinati: in un punto (*, y, z) l'elemento del solido o del vo- 
lume si esprimerà col prodotto dx dy dz ; e per le coordinate del 
suo centro di gravità potendo prendersi le stesse x, 3, saranno 
xdxdydz, y dx dy dz, z dx dy dz i momenti elementari per rispetto 
ai piani coordinati. Per la qual cosa se facciamo uso del teorema dei 
momenti, avvertendo che nel presente caso equivale ad un integrale 
triplo sì la somma di tutte le parti del volume V, e sì quella dei loro 
momenti; noi per determinare il centro di gravità del medesimo 
lumc avremo le formule 

J\ A fx dx dy dz JV/Yfy dx dy dz 

SSJdxdydz ' y * ~~ SSSdxdydz 1 

SS,S zdxdydz 
1 SSSdx dy dz 

Del rimanente è chiaro che in queste formole l' integrazione deve 
farsi successivamente per rispetto alla sola z, alla sola \j . e alla J 
tra que'medesimi limiti ond'è compreso il volume del solido: è an- 
che manifesto che nelle medesime formole il denominatore rappre- 
senta il volume stesso del solido, e così la cubatura di un solido 
qualunque si ottiene generalmente per mezzo di un integrale triplo 
dalla forinola V = SSS dx dydz. 

127. Quando il solido viene riferito alle coordinate polari, si cer- 
cheranno per mezzo di queste le coordinate rettangolari x it y r z, del 
suo centro di gravità. A tal line sieno x y y, z le coordinate rettan- 
golari di un punto qualunque M del solido (tìg. 16.*; ; e stabilito il 
polo nella origine A , si chiamino p, 0, w le tre coordinate polari 
del medesimo punto; vale a dire il raggio vettore, l'angolo che que- 
sto forma coll'asse delle s, e in fine l'angolo che coli' asse delle x 
fa la proiezione del raggio vettore sopra il piano XAY: le relazioni 
tra le coordinale rettangolari e polari saranno (XXXII) 

x — p sen e cosw , y = p sen 0 sen w , z = ? cos 0. 
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Ora si facciano variare successivamente le tre coordinale pola- 
ri p, 0, a delle rispettive quantità infinitesime dp, d6, dw : per queste 
variazioni successive il punto M descriverà tre linee infinitamente 
piccole, che possono considerarsi come rette e sono perpendicolari 
tra loro; cioè descriverà la retta dp nella direzione del raggio vet- 
tore AM, un arco circolare pdO di raggio p nel piano MÀZ, e in li- 
ne un arco pur circolare di raggio p sen 0 in un piano parallelo ad 
XAY, ed espresso perciò dal prodotto psenOdw. Quindi il paral- 
lelepipedo rettangolo, formato con queste tre linee, avrà per 
espressione il loro prodotto p'senOdOdwdp, e sarà l'elemento infi- 
nitesimo in tutti i versi, ossia di terzo ordine, del solido V; i mo- 
menti poi di questo elemento rispetto ai tre piani coordinati si ot- 
terranno dal moltiplicare la predetta espressione per ciascuna delle 
Ire coordinate rettangolari x, y, z, ovvero per ciascuno dei loro 
valori notali di sopra: laonde giusta il solilo teorema dei momenti 
di una data estensione e di tutte le sue parti, il centro di gravità 
di un volume o di un solido qualunque omogeneo V verrà anche 
determinato dalle tre formolo 

JMVfs* scn 1 0 cos <o do dt.> dp 
JVi J p' sen 0 do dio dp 

«AAjy scn'Q sen <■> djj dto dp 
7JJ? sen e di dtù d ? 

SStf ?' sen 0 cos 0 do d<»> d? 
seno dQdwdp 

e la fin-mola V — J\Af p'senO do do> dp apparterrà alla cubatura del 
medesimo solido. In tulle quesle formolo gl'integrali si estendono al 
solido intero: se per es. l'origine delle coordinate o il polo si pren- 
de in un punto del solido, s'integrerà prima in ordine alla variabi- 
le p, riguardando come costanti le altre due quantità 0 ed i»; ed es- 
sendo p — F (8, w) l'equazione in coordinale polari della superficie 
dalla quale è terminato il solido, saranno p =0 e p = F (0, w) i li- 
miti della prima integrazione. Inoltre considerando <*> come costante, 
si passerà a fare l'integrazione relativamente alla variabile 0 tra i 
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limiti 0 = 0e0 = z;cper avere gli ultimi risultali, s'integrerà fi- 
nalmente riguardo alla variabile w da o> = 0 sino ad o> = 2-. Tutto 
ciò è conforme alle cose dichiarate nel numero (CIV) della Intro- 
duzione; somigliante a questo è il modo di prendere i limiti negli 
integrali doppii e tripli, quando le coordinate della superficie e del 
solido sono rettilinee. 

Se il solido V è generato da una curva piana p = F, (8) intorno 
all'asse delle z, il suo centro di gravità si troverà posto sopra que- 
sto asse AZ; e per determinarne la posizione, basterà calcolare la ter- 
za formola (f xu ): ma siccome in tal caso si può subito eseguire la 
prima integrazione da zero a 2- in ordine alla sola variabile w, dal- 
la quale non dipende più il raggio vettore p; così tolto il fattore ri- 
sultante e comune ai due termini della frazione, la formola diverrà 

SS? sene coso do dp 
JVy seno do dp * 

128. K««mplo I. Condotti due piani tra loro normali XAY, 
XAZ per l'asse di un cono retto ABB' (fig. 94 •), cerchiamo il cen- 
tro di gravità della superficie compresa tra i medesimi piani e la 
base. 

L'origine delle coordinate essendo nel vertice del cono, rappre- 
sentiamo con c la lunghezza dell'asse AC, e con m la tangente del- 
l'angolo che la linea generatrice AB, ovvero AD, fa col medesimo 
asse. Se dinotiamo con u la distanza di un punto [x, y, z) della su- 
perficie dall'asse del cono, ossia 1' ordinala della retta generatrice 
AD, avremo in ordine a questa retta l'equazione u = mx, la quale 
combinata coll'altra equazione ti'— yM-z 1 che è per sè evidente, ci 
darà per la superficie del cono la relazione 

Di più esprimendosi il raggio BC della base col prodotto me, e la 
rolla generatrice AB equivalendo alla espressione vV -h roV , sa- 
rà T^nevV -h mV la misura della superficie convessa del cono; 
per conseguenza quanto alla superficie proposta ad esempio, che è 
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la quarta parlo di quella del cono, senza bisogno di eseguire le in- 
tegrazioni otterremo 



C TtìT 



0 0 

In Gne dalla equazione della superficie ricavandosi z = ^iV-y' , 
si avrà per le derivate parziali 

di th'jc dz y 

quinci procede il valore 



Posto tutto ciò, e attese le regole date nei numeri (I.XXXIX e 
XLVII) della Introduzione, sarà facil cosa il calcolare colle formolo 
(/"*) le tre coordinate del centro di gravità che cerchiamo. Eccone 
pertanto i valori: 



•i c mx 

4 0 0 9 



0 0 0 



4 



I /• x , . 2 



uigitizGO Dy VjOO 
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c mx c 

0 0 Q 

* 

e 

ir 4 me 

0 

c mx c 

*■ = i f. f 5 / * ,<toas T T" ' 

0 0 o 

129. Esemplo II. Posta l'origine delle coordinale ortogonali 
nel centro di una sfera, troviamo il centro di gravità di quella por- 
zione del solido che è compresa fra i tre piani coordinati. 

Denotiamo con a il raggio della sfera : essendo questo raggio la 
diagonale di un parallelepipedo rettangolo che ha per lati intorno a 
un suo vertice le coordinate di un punto della superficie, sarà 

l' equazione della superficie sferica, come abbiamo già detto altro- 
ve; l'equazione poi 

rappresenterà la intersezione circolare della sfera col piano XY. 01- 

4 

tre a ciò il volume della sfera si misura col prodotto -j za 1 ; dun- 
que l'ottava parte dalla sfera, ossia il volume proposto nell'esempio, 
avrà per sua espressione 

a k/o 1 — x % \/ a 1 — x l — y' 
V=f f f dxdydz = jTM l . 

0 0 0 

Applicando ora al nostro caso le formolo (/"), ed eseguendo in 
queste le successive integrazioni tra i limiti convenienti che sono 

z = 0 c x = \J a* —x % — y* quanto alla variabile z, y = 0 ed y 
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V <? — x* in ordine alla variabile y, x = 0 ed x = a per ri 
spetto alla x: verremo a conchiudci e che il centro di gravità della 
porzione sferica che consideriamo, equidista dai tre piani coordina- 
ti, e che la sua distanza da ciascuno di questi piani è uguale al va- 
lore lnfalli P° ichè (* c - LXXXIX) abbiamo 
a 

f V a'— x*dx= £ -^x\ a* — x*-+--j a' . arcsen = za' , 
o 

a a 
j {a'-xydx^ ja* f\ J^ t dx+j[x{a*--x t yJ f 
o o 

3 k 

0 a 
J •Va'— «'<te= j x.xk tf=Tpdx=— ì^(o'-a; , )^| 

0 0 

a 



perciò le formole prenominate ci danno nel caso attuale per le co- 
ordinate del centro di gravità uno stesso valore 



o i/<T— x l v/a l —x*— \f 
«» = -j — f f f xdxdydz 

o o o 



a vV— -r' 

^ ./ vV— y*dy 
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a 

*d*[-| y^a'-x'-y> + 

0 

+ J(a--x>rcseo- 7 =LJ^ ! 



o a % — x* 

0 0 



0 0 



o 

o o 



3 

» 

0 0 



= S r / dB J (a'-x'-yyy 



a 

3 



3 1 3 1 , 1 3 , 
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130. tempio in Trovare il centro di gravità del solido 
compreso tra la superficie y'-r-z* = 2px di una paraboloide, e i 
tre piani x = a , y = 0 , z = 0. 

La paraboloide data è prodotta (XXXIX) dalla rotazione della pa- 
rabola AB (fig. 95.*), ossia y* ==2p#, e dell'arca corrispondente 
ABH intorno ad AX, essendo AH = a il suo asse: il solido poi ri- 
spetto al quale si cerca il centro di gravità, è la quarta parte 
della medesima paraboloide; vale a dire è la parte compresa tra la 
base rappresentata (XXXVII) dalla equazione x = a, e i due piani 
coordinati XAZ , XAY , i quali hanno rispettivamente per equazio- 
ne y = 0 , z = 0. Chiamando b l'ordinata estrema BH, che corri- 
sponde all'asse della paraboloide ed è il raggio della sua base, 
nelle forinole (/"") converrà che prendiamo gì' integrali tra i limili 
zero ed a rispetto alla variabile x, zero ed y — \/2px rispetto alla 

seconda variabile y , zero e z = v 2px — \f rispetto alla terza va- • 
riabi'.c z : ora (XC. LXXXIX) abbiamo 






o o 



0 



0 



0 



= f dw.ljys/lpx — y'+jtpx 



are sen 



_y "]v/5pF 



a 




o 



a 





0 0 



0 



0 



a /Spi v/ipa? — »* a \/Jpx 
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0 



=-jV(5p? "I a » =ì . | ìp V ìpa . a' ± pa'b , 
j f f zdx dy di = f dx f y dy 

OOO 00 

a Wpx 
= y/ àxf (Zpx — yldy 



« a 

= iy [fyx s/$$x - js/3p5?]<to=== j J y ✓(iprite 



e sono questo tulle espressioni le quali entrano nelle formole /*' , 
rappresentando in particolare la prima di esse il volume del solido 
in questione. Dunque le medesime formole, in ordine al centro di 
gravità di questo solido, ci daranno i valori delle tre coordinate 

ì T P a% 2* TT^' 6 166 

*• = 1 , ~3" a ' f'- z '--T T^T&T * 

y ~P a y ~P a 



131. Esemplo iv. Determinare il centro di gravità del solido 
generato dalla rivoluzione di un settore di circolo intorno a uno 
dei raggi estremi. 
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Il centro di gravila di questo solido si trova sopra l'asse di rivo- 
luzione, che noi considereremo corno asse delle e eollocala l'origi- 
ne delle coordinate o il polo nel centro del circolo, per risolvere la 
questione proposta, basterà che si determini eoll'ultima forinola del 
numero (127) la distanza i t tra il centro di gravità del solido e il 
centro del circolo. Sia a il raggio del circolo, ed x l'angolo del set- 
tore: in questo caso è evidente che gl'integrali della forinola citata 
devono essere estesi da zero tino al raggio a rispetto alla variabi- 
le -, e da zero sino a tutto l'angolo % in ordine all'altra variabile 0: 
di tal modo troveremo il valore 

a a a 

j f p* seno cosO </0 d? \ a% f\ ( * sen * 0 



a a 



f y p'scnO rfo d? ì a' f seno do 

0 0 0 

3 sen'z 3 1— cos'i 
8 1 — cosa 8 1 — cos l 

3 3 1 

=«g.a(1 -+- cosz) — cos' j-i. 

Se il settore fosse una quarta parte del circolo, il solido generato 

dalla sua rivoluzione intorno a uno dei raggi estremi, sarebbe la 

metà di una sfera di raggio a; e poiché in tale supposizione si ha 

3 

l'angolo a =90°, risulterà z, = j «, come appunto si è trovalo 
con altra forinola nel num. ,122). 

Centri di gravità delle Agore o dei eorpi eterogenei. 

132. Finora abbiamo supposto omogenee le figure e i corpi : se 
le figure o i corpi fossero eterogenei, e la deusità variasse dipen- 
dentemente dalle coordinate dei loro punti, allora per is labili re le 
formule opportune alla determinazione dei centri di gravità, inve- 
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co dei momenti delle estensioni bisognerebbe considerare i mo- 
menti delle masse corrispondenti. Ora se noi in questo caso im- 
maginiamo divisa l'estensione di una figura o di un corpo in un 
numero infinito di parli infinitamente piccolo in ogni verso, e mol- 
tiplichiamo queste parti per la densità ;-»., la quale si suppone di - 
versa presso i diversi punti della figura o del corpo, i prodotti ri- 
sultanti non saranno altro (99) se non le masse delle medesime 
parti o elementi infinitesimi ; quindi applicando al nostro caso il 
teorem i dei momenti di una massa e delle sue parli (109 in fine), 
otterremo le formolo relative al centro di gravità delle figure o dei 
corpi eterogenei; ed è manifesto che queste nuove formolo saran- 
no somiglianti a quelle che nei numeri precedenti sono state sta- 
bilite nella ipotesi delle omogeneità delle figure e della loro divisio- 
ne in elementi infinitesimi in ogni verso, e che tra le prime e le 
seconde forniole non passerà altra differenza se non nella densità 
[j. da aggiungersi come fattore sotto i segni integrali alle formole 
già trovate, e da esprimersi poi in funzione delle coordinate dei 
vai ii punti di una figura o di un corpo eterogeneo. Facciamo l'ap- 
plicazione di questa teoria a una linea, a una superficie piana, e a 
una superficie curva. 

133. FKomplo l. Determinare il centro di gravità di una ret- 
ta materiale AB, nella quale si suppone che la densità presso i 
diversi punti vada variando come l'ennesima potenza della loro 
distanza da un punto fisso 0, preso sul prolungamento della me- 
desima retta. 

Sieno a y b\e rispettive distanze dei punti estremi della retta AB 
dal punto fisso 0, ed j*,, x sieno pure le distanze del centro di gra- 
vità e di un altro punto qualunque della stessa retta dal medesimo 
punto fisso; chiamata \x la densità della retta materiale presso un 
suo punto qualunque, ed avendosi ds = dx, la prima equazione 
(/'") del num. 110 diverrà nel caso nostro (132) 
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e detcrminata con questa forinola la disianza x t > si conoscerà la 
posizione del centro di gravità della retta proposta. Ora in questa 
reità la densità ja è proporzionale per condizione alla potenza en- 
nesima della distanza <r dalla origine 0; conseguentemente indicala 
con k una quantità costante, si ha ;a = A* x n : verrà dunque 



s 



6 



a 



n-t-» 



à »~j-2 b"+ l — a™ 

x n dx 



i 



134. Esemplo n. Trovare il centro di gravità dell area com- 
presa tra due raggi e una quarta parte di circolo, nella ipotest 
che la densità sia proporzionale alla n* ima potenza della distanza 
dal centro del circolo. 

Si prendano per assi coordinali i due raggi estremi dell'area 
proposta, e si rappresenti con a il raggio del circolo: espressa con 
\l la densità, e dette p ed <o le coordinate polari di un punto qua- 
lunque dell'area rispetto al centro del circolo e all'asse delle ascis- 
se, le coordinale rettangolari del centro di gravità che si cerca, si 
dovranno determinare (117.132) colle due formole 



Voi I. 



21 
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fa a fa a 

J J y. p" COS (o do> tfp f ? ' SeD ( ° ^ ^ ? 

0 0 0 0 

y ^ s^? d? j j* rfo> c/p 

0 0 0 0 

Ma essendo per ipotesi la densità nella ragione diretta della po- 
tenza n* ,ma della distanza dal centro di tigura, possiamo porre jj. = 
kp n , dove k è una quantità costante: si avranno dunque i due va 
lori uguali 

fa a fa 

f f p M " M cos w dw dp w _|_3 o^' ^ cos w dw 

0 0 0 

0 0 0 

jt-fr-j 2o 

^r. 0 

jf p BH "'sen(o dw dp 



o o_ 



0 0 



n-(-3 1 n + 'i ' * 

T* 

135. E»enipio in. Trovare il centro di gravità della super- 
ficie di un emisferio, quando in questa superficie la densità |x di 
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ciascun punto è proporzionale alla sua distanza dalla base del 
solido. 

Si rappresenti con a il raggio dell'emisferio, la cui superficie 
può considerarsi corno generala dalla rotazione di un quarto AB 
(lìi;. 90.*) della Circonferenza y % = a* — fl? 1 intorno all'asse delle 
ascisse : essendo ds un elemento infinitesimo dell'arco generatore 
presso il punto (J\y), si esprimerà (XCV1) col prodotto 2-iy ds 
una delle zone indefinitamente strette e parallele alla baso dell'emi- 
sferio, nelle quali si concepisce risoluta la superfìcie proposta ; e 
poiché in ciascuna di quesle zone possiamo risguai dare come ugua- 
li le distanze x dei diversi punti dalla b:ise dell'emisferio, e come 
costanle la loro densità, perciò sarà ds la massa di una zo- 
na qualunque demoni ire, ossia di una zona generata dalla rivolu- 
zione dell'elemento ds. Quindi a norma del teorema dei momenti 
di una massa eMelle sue parti (109; , si avrà la Corniola 

• 

a a 
J £r.[ixy ds J pxyds 

_o _o 

7 '' — a a ' 



e questa formola rispetto alla proposta superficie basterà a determi- 
narne il centro di gravità, il quale si trova evidentemente sopra 
l .isse di rotazione e di simmetria CX. Ora per condizione la densi- 
tà y. è proporzionale alla distanza x, e dalla equazione y?=a* — x % 

x*dx* 

si ricava dy* — r- ; ed abbiamo perciò i valori \k = fa , 

dx -2 — : = a 



ds~v'dx 1 -+-dy i = — vy* -4- — dx. Dunque mediante la 

y y 

sostituzione di questi valori, la formola superiore, relativamente al 
centro di gravità della superficie proposta, ci darà sopra l'asse CX 
la sua distanza dal centro C, vale a dire la distanza 
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a 



f x*dx 




f x dx 



o 

CAPO VII. 

proprietà' dei centri di gravita', 
attrazione dei corpi. 

§ 1 ' 

Alcune proprietà dei centri dì gravità. 

136. Teorema .ji Kuicii». Conoscendo la lunghezza di una 
linea o l'area di una superficie piana, e le posizioni dei loro centri 
di gravità, possiamo conoscere eziandio e delei minare la superficie 
curva o il volume, che la medesima linea o superficie piana gene- 
rano colla propria rotazione intorno a un asse : il metodo di misu- 
rare per tal modo le superficie e i solidi di rivoluzione, è dovuto 
principalmente al P. Paolo Guidili gesuita, e consiste in un doppio 
teorema che si considererà come una proprietà dei centri di gravità. 

l.° La superficie generata dalla rotazione di una curva piana 
intorno a un asse posto nel suo piano, e uguale al prodotto della 
linea generante per la circonferenza descritta dal suo centro di 
gravità, infatti supposte rettangolari le coordinate, la superficie S, 
generata dalla rotazione dell'arco piano s intorno all'asse OX 
(fig. 86.» ), si esprime (XCVI) colla forinola inlegraleS = lzjyds y 
presa tra i limiti dell'arco generatore : ma essendo y x Y ordina- 
ta del centro di gravità del medesimo arco, dalla seconda for- 
inola (f") del numero (110) si ha tra gli stessi limiti Sy ds =y t s; 
dunque S= 2x^,5, e così rendesi manifesta la prima asserzione, 
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siantechè il fattore %-y x sia appunto la circonferenza descritta dal 
centro di gravità nella rotazione dell'arco s. 

I* Il volume del solido generato dalla rotazione di un area 
piana intomo a un usse situato nel suo piano, è uguale al prodot- 
to della medesima area per la circonferenza descritta dal suo cen- 
tro di gravità. Infatti essendo rettangolari le coordinale, il volume 
di un solido V, generato dalla rotazione di un'arca piana A intorno 
aliasse delle ascisse OX, tra i limiti convenienti ha per espressio- 
ne (XCVI) 

V ss * f y*dx , ovvero V = x^V — y")dx * 

secondo che l'area generatrice è terminata da una curva e dall'asse 
di rotazione, ovvero da due curve qualunque y = f[x) ed y'~ f(x). 
Ma ove si dinoti con y x l'ordinata del centro di gravità dell'area A, 
per cagione delle due formule posteriori (/") ed (/"') del num. (1 1 Sg- 
abbiamo tra i medesimi limiti 

f y*dx = 2Ay t , ovvero f iy* 2Ay, ; 

dunque è manifesta anche la seconda asserzione, ed ha luogo l'e- 
quazione V = 

137. Le superficie e i volumi generali dalla curva s e dall'area 
A nella intera rivoluzione e in una pule qualunque di rivoluzione 
intorno all'asse OX, non altrimenti che gli archi descritti dai vai ii 
punti della medesima curva ed area generatrice, sono proporzionali 
agli angoli che misurano rispettivamente l'intero rivolgimento della 
figura e la parte di rivolgimento che si considera. Dunque essendo 
S e V la superficie e il volume corrispondenti all' intera rivoluzione 
2-, so si esprimono con S' e V" la supeificie e il volume generati 
in una parte di rivoluzione che noi rappresentiamo coll'angolo o 
coD'arco 0, si avranno le due proporzioni 

S: S' = 2z: 0, V: V'= 2z : 0; 

e da queste proporzioni, attesi i valori già trovali S=^2-t/,* , e 
V ssss 2zy t A , risulteranno le due espressioni 
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S V 

S ' = a" 0 = • s » V = s- 0 = (ty, . A . 

Ora in queste espressioni il fattore Qi/, non altro rappresenta, se 
non l'arco descritto nella rotazione parziale 0 dal centro di gravità 
della curva s, o dell'area A : dunque in generale la superficie e il 
volume generati rispettivamente da una curva e da un'area piana, 
mentre queste si rivolgono di un angolo qualunque intorno a un 
asse situato nel loro piano, sono uguali la superficie alla lunghez- 
za della curva generatrice moltiplicata per l'arco che descrive il 
suo centro di gravità, il volume poi alla estensione dell'area gene- 
ratrice moltiplicata pure per l'arco descritto dal suo centro di 
gravità. 

È qui bene l' avvertire che il teorema di (ìuldin allora si ado- 
pera utilmente a misurare le superficie e i solidi di rivoluzione, 
quando già si conoscano i centri di gravità, e le lunghezze o le aree 
delle ligure generanti: fuori di questi casi, la quadratura delle su- 
perficie curve e la cubatura dei solidi di rivoluzione, senza ricorre- 
re ai centri di gravità, si ottiene direttamente e con risparmio di 
calcolo per mezzo delle forinole trovale nel numero 'XCVl) della 
Introduzione. Ecco alcuni esempii di queste quadrature e cubature 
detcrminate col teorema di Guldin. 

138. 'tempio i. Trovare la superficie e il volume della sfera, 
ed anche la superficie e il volume dell'anello solido che si produce 
per la rotazione di un circolo intorno a un asse situato esterna- 
mente nel suo piano. 

Sia r il raggio della sfera: la semicirconferenza e la se in iacea 
circolare, ond'è generata la superficie e il volume della sfera, han- 
no il centro di gravità (112, 118) alle rispettive distanze — = 

~r 

2r ir 

~ , jjp dal centro del circolo, o dal diametro di rotazione; dunque 
la superficie e il volume della sfera si esprimono in questo modo 

S _ a 2r i * v 9 ^ r ~ r * ^ «•* 
ZX . » . Tzr «Tir , V - — Z„ . Ti — . -3- — — TT •»* 1 

K OT. 1 1 
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come sappiamo pure dalla Geometria, e dalla Introduzione di que- 
sta opera (XCVI). 

Quanto all'anello prodotto dalla rotazione di un circolo intorno a 
un asse esteriore, sieno a il raggio del circolo, e b la distanza del 
suo centro dall'asse di rotazione : poiché il centro di gravità così 
della curva, come dell'area generatrice, coincide col centro di figu- 
ra, la superfìcie e il volume dell'anello saranno 

S = 2-6.2-a = Wab , V = M.*a 9 = 2*V&. 

Il volume di questo anello o toro è stato pur trovato direttamente 
colla formula generale delle cubature nel numero (XCVI) della In- 
troduzione. 

139. ffecmpio il. Determinare il volume del solido generato 
dall'area compresa tra una parabola, l'asse di questa curva e una 
ordinata perpendicolare, allorquando l'area rotando compie un 
giro intorno all'asse o alla ordinata. 

Sieno a , b le Coordinata estreme dell'arco parabolico y* = %px, 
onde viene terminata l'area generatrice A = OKMN (lìg. 89.*): per 
la misura di questa area avremo (CXIV) 

a 

A = J \/tpx dx = v ip | a~* = | o V 2pà= j ab. 

o 

Quindi sapendo già (119) che le rispettive distanze del centro di 

gravità della stessa area dall'asse della parabola e dalla ordinata 6, 

3 b 3n 2(i 

equivalgono al quoto -y , e alla differenza a — y = y , noi 

veniamo a con'-hiudere che il volume generato dalla rotazione del- 
l'area intorno all'asse della parabola si è 

V — 2- — . —ab~j 7Mb , 

e che il volume prodotto dalla rotazione della medesima area in- 
torno alla ordinata 6 si ò 

v==8 * r i a * = i ra>b - 
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Vuoisi auchc osservare che le quanlilà r.ab\ r.a*b rappresentano ri- 
spettivamente nel primo e nel secondo caso un cilindro circoscritto 
al solido V: inoltre nel primo caso la quarta parte della paraboloi- 
de di rivoluzione ha per espressione g r.ab % , e questa espressione 

coincide con quella che abbiamo trovato direttamente nel numera 
(130); giacche in virtù dell'equazione della parabola essendo ò* = 
1 1 

tpa, si avrà g-***' =-jzpa\ cioè il risultato del numero ora 
citato. 

140. i sompio in. Volume del solido generato dalla semi-area 

b* 

di una ellisse y* = —, (a* — x') , sia che la semi-area si rivolga 

intorno all'asse trasverso 2a, sia che rivolgasi con un giro comple- 
to intorno aitasse coniugalo 2b. 

11 centro di gravità della semi-area ellittica ABA' = ~«aò lro ~ 

vasi nel semi-asse coniugalo BC (fig. 8.*), e la sua distanza dall'as- 
se trasverso AA' in virtù della seconda formola (/*\11S) si ha dalla 
ordinata 

il centro poi della semi-area BAB'= j-ab trovasi nel semi-asse 

trasverso AC, e la sua distanza dall'asse coniugalo equivalendo alla 
ascissa del centro di ABC, per ragioue della prima formola (f tJ ) si 
riduce alla espressione 

*' " Ù f~ a x * = {a ' ~ * ] 1 = * 

Adunque il volume del solido generalo dalla semi-area ellittica in- 
torno all' asse 2a, sarà 
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V ss 2r . . y^a6=~ tmò* ; 

e il volume del solido che una metà dell'area ellittica genera colla 
sua rotazione intorno all' asse 26, sarà 

a ia 1 , 4 

òr. 1 ó 

Questi due volumi che appartengono a una ellissoide di rivoluzione 
intorno all' asse trasverso o coniugalo, sono stali pur determinati 
colle forinole del calcolo integrale nel numero (XCV1) della Intro- 
duzione. 

141. i M-inpio iv. Trovare la superficie e il volume del solido 
che è prodotto dalla rivoluzione di una cicloide intiera intorno al- 
la sua base, ovvero dalla rivoluzione della metà di una cicloide in- 
torno al proprio asse. 

Si chiami c il semi-asse di un arco cicloidale, ossia il raggio del 
circolo generatore della cicloide (fig. 15.*). Nel primo caso si rap- 
presentano (XCI1I. XCIV) rispettivamente colle due quantità 8r, 
3-c* un arco intero della data cicloide e l'area corrispondente, che 
colla loro rotazione intorno alla base producono la superfìcie curva S 
e il volume V; le distanze poi del centro di gravità del medesimo ar- 
co e della stessa area cicloidale dall' assi di rotazione si esprimono 

2 4 7 
(113. 120) colle rispettive differenze 2c — — e — c , 2c -c 

= -g c: dunque la superficie e il volume del solido generato dalla 
rivoluzione di una cicloide intiera intorno alla propria base saranno 

S = 2-. i c.8c= ~tx\ V = 2z.£ c.3-c* = 5-V . 

A ó o 

Nel secondo caso l'arco e l'area, che rivolgendosi intorno all'as- 
se della cicloide generano la supeilicie S e il volume V, hanno ri- 

3 

spettivameute per misura le due quantità 4c, •sr.c 9 ; e le distanze 
dei loro centri di gravità dall'asse di rotazione coincidono (113.120) 
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colle stesse ordinate rispettive - c — — c, ^ <p : dunque la su- 
perficie e il \olume del solido generato dalla rotazione della metà di 
una cicloide intorno al proprio asse, avranno per misura le due 
espressioni 

142. Altre proprietà del eentrl di gravità Una seconda 
proprietà consiste nelli seguente proposizione. Sia OH centro di un 
numero qualunque di pesi ugnali p, e supponiamo che un tal cen- 
tro venga sollecitato da un pari numero di forze, le quali agiscano 
secondo le rette condotte dal punto 0 ai centri di gravità ovvero ai 
punti di applicazione dei pesi, e in intensità sieno proporzionali 
alle medesime rette o distanze: in questa ipotesi le forze staranno 
tra loro in equilibrio. Viceversa se le stesse forze si fanno equili- 
brio, il punto 0 sarà il centro di gravità del sistema composto di 
lutti i pesi p. 

1." Posta l'origine delle coordinate rettangolari nel punto 0, sie- 
no x, y\ z le coordinate del centro di gravità, o del punto di appli- 
cazione di un peso p; sia r la distanza del medesimo contro dalla 
origlile, ed a. S, sieno gli angoli che f,i cogli assi la retta r. Se 
nel punto 0 risiede il centro di gravità di tulli i pesi p, debbono 
svanire i momenti del peso risultante in ordine ai Ire piani coordi- 
nati; e così il teorema dei momenti (58 ) darà le equazioni 

= 0,^ = 0, 2(/>:) = 0. 

Ma essendo x y y, z intorno a un vertice i lati di un parallelepipedo 
rettangolo che ha per diagonale la retta r, le loro espressioni so- 
no (U) 

£ ~ r cos a, t/ = r cos x t= r cos v ; 
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dunqne le equazioni precedenti, dopo di avere anche lolle ai singoli 
termini il fattore comune p, si riducono alla forma 

2ì(n-os a) = 0, l'reos S) ~ 0, 2(reos-f) — 0: 

e siccome in queste equazioni è riposta (fi5) la condizione di equili- 
brio per le forze applicate al punto A, e rappresentate in intensità e 
direzione dalle diverse linee r; così rimane chiarita, e si mostra 
evidente la prima parte della proposizione da noi affermata. 

2.° Quanto alla parie inversa, se le forze rappresentate in gran- 
dezza e direzione dalle differenti linee r, slanno tra loro in equili- 
brio, avranno luogo le tre equazioni 

l(rcos a) = 0, 2(rco*p) = 0 , 2(rcos y) = 0 . 

Ora indicando con n il numero dei posi uguali />, sappiamo (1*09. f) 
che il centro di gravità di tulio il sistema si determina colle tre co- 
ordinate 

x a ^ -(rcosx ) -(Mi = ziL ros P) 

1 np n ' np n 

z _ S£JÌ _ ?(rros T ) , 

dunque a molivo delle Ire equa/ioni di equilibrio o di condizione , 
avremo 

*, = 0 ,y x = 0 t % t » 0 ; 

e per4al modo l'origine, ovvero il punto A, sarà il centro di tutti 
i pesi p. 

Valgono pure le due proposizioni, diretta e reciproca, e si dimo- 
strano in un modo somigliante, quando i pesi p , p' , p" , ... diffe- 
riscono tra loro, e le forze applicate nel punto O sono proporzionali 
ai prodotti pr , pW , p"r'\ .... 

143. Consideriamo ora un sistema invariabile di pesi, che abbia 
il centro di gravità in un punto diverso dall'origine O; dimostrere- 
mo facilmente la proprietà seguente. La somma dei prodotti di tut- 
ti ipesi pei quadrati delle rispettive distanze dei loro centri di gra- 
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vita da un punto qualunque 0, sarà costante se il punto si prendu 
sempre alla stessa distanza dal centro del sistema; se poi il punto 
si prenda a diverse distanze dal medesimo centro, la delta somma 
è raria ed allora avrà il minimo valore, quando il punto 0 coinci- 
de col centro di gravità del sistema. 

Rappresentiamo con r , r' , R le distanze dell' origine 0 dai 
ccnlri di gravità dei pesi componenti e risultante p , p\ ... , P: con 
« , p , f ; <£ t p' f y ; ... ; a , b , c , gli angoli ebe quelle distanze 

0 linee retle formano rispettivamente con tre assi rettangolari mena- 
ti per il punto 0: rappresentiamo in line con 3 , c' , ... le rispettivo 
distanze tra i centri di gravità dei pesi p e p', p e />" Esprimen- 
dosi coi prodotti R cos a, R cos 6, R cos c le perpendicolari condotte 
dal punto di applicazione del peso risultante P ai piani coordinati , 
e simili a queste essendo le espressioni delle perpendicolari omolo- 
ghe rispetto ai pesi componenti p , p', ... ; il teorema dei momenti 
(58) ci darà le tre equazioni 

PR cos a=pr cos *-H//r'cos % , 
PR cos b—pr cos p-4-pVeos £'-K.. , 
PR cos c=pr cos v-f- pV cos y'-H . . . . 

1 membri di queste equazioni sieno adesso innalzati al quadrato, e 
congiunti iusieme colla somma: attese le formolo del numero (31. 
1V 3*), avremo prima 

P , R'= / ,V-+-p'V-4- ... -4- 2/>p'rr'eos(r , r'j-h ... ; 

e per cagione del valore 2rr'cos(r , r') = r*-f-r" — 1 % , e de*gli al- 
tri a questo somiglianti, avremo dipoi 

=pr* (p-hp'-h . . O-Hp V"(p + />' -H • • • M- • • • - VP'? - f>fl' % - • . . 

In fine col sostituire il peso totale P alla somma equivalente (p-h 
p'-\- ...) dei pesi parziali, passeremo facilmente alla forinola com- 
pendiala 
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ì(pr>) = YV + ±ì(ppT), 

la quale ci dimostra la verità della proposizione asserita da princi- 
pio. Imperocché se la distanza R si supponga costante , restando il 
punto mobile 0 nella superficie di una sfera che ha un medesimo 
centro col sistema, saià pur costante il primo membro della formu- 
la o equazione trovata: se poi il punto 0 si prenda a diverse di- 
stanze dal centro di gravità del sistema, varierà bensì la somma 
ì(pr*) insieme colla distanza R; ma è chiaro che essa acquisterà 
un valore minimo, allorquando R si annulla e il punto 0 coincide 
col centro di gravità del sistema dato. 

Ancora si noli che l'ultima formula, risoluta rispetto ad \\. ci dà 
la distanza del centro di gravità di un sistema di pesi da un punto 
qualunque 0 nello spazio, in funzione dei pesi componenti, delle di- 
stanze dei loro centri di gravità dal medesimo punto 0, e delle di- 
stanze che passano scambievolmente fra questi centri: dunque si 
potrà determinare la posizione del centro di gravità del sistema pro- 
posto, ove colla formula sopraddetta si calcoli la sua distanza da 
Ire punti dati nello spazio. 

S- 2 -° 

Attrazione dei corpi. 

144. Attrazione ftcamhlrvolc del corpi nella ragione 
diretta «Ielle ma*»e e delle distanze. Le cose che siamo ora 
per dire intorno alla mutua attrazione dei corpi, hanno una certa re- 
lazione coi loro centri di gravità ; perciò tali cose le congiungiamo 
qui colla teorica dei medesimi centri. Consideriamo prima l'attra- 
zione esercitata da un corpo di qualsiasi forma sopra un punto ma- 
teriale, che dimori ovunque nello spazio. Facciamo passare tre assi 
ortogonali pel centro di gravità del corpo attraente, e l'asse OX an- 
che per il punto A (fig. 96.*), che è il punto attratto ed ha una mas- 
sa uguale alla unità: sia B un punto qualunque, o una molecola del 
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corpo; x = OK, y = HK, z — BI1 sieno le sue coordinale, ed m 
la mass i : dinotino a, u lo disianze del punto A dulia origine 0 , e 
dal punto B; ed x, 7 gli angoli, che fa la retta » cogli assi coor- 
dinati. Se si rappresenti con k l'attrazione che a una disianza = 1 
esercita sopra di A una massa p esa per unità e raccolta tutta in un 
punto, giusta la legge che abbiamo supposta nella intensità della «it- 
trazione, sarà kmu la forza onde la massa in attrae a sè il punto ma- 
teriale A; e sì esprimeranno quindi (29) coi prodotti 

kmu cos a, kmu cos kmu cos 7 

le componenti della medesima forza parallele agli assi: e poiché nel 
parallelepipedo rettangolo che ha per lati non paralleli le i elle x— a, 
y. z,c per diagonale la disianza m, sussistono le equazioni 

* 

u cos a ~ x — a, u cos p = ?/, u cos 7 = 3; 

perciò le delle componenti si ridurranno in seguito alle tre espres- 
sioni 

km [x — a), kmy, kmz. 

Consimili a questi sono i valori delle forze componenti relativamen- 
te alle altre molecole del corpo, ossia agli elementi w f , m" della 
massa attraente M : per conseguenza le componenti di tutta l' attra- 
zione del corpo parallele agli assi, saranno 

kl (mx) — kal (m), kl (wuy), kl (mi). 

Ma l'origine delle coordinale essendo posta nel centro di gravità 
del corpo attraente, le formule (f. 109; ci dànno 

2 (nix) = 0, Z(my) = 0, l(mz) = 0 ; 

dunque l'attrazione telale del corpo M sul punto materiale A riduce- 
si in fine alla sola forza — Mak. Ora è evidente che questa appunto 
sarebbe l'azione attrattiva del corpo sopra di A, se tutta la massa 
M fosse concentrate nel punlo 0 : dunque nella ipotesi di una for- 
za attrattiva che agisca in- ragione diretta delle masse e delle di- 
sianze, l'attrazione di un corpo 0 di un sistemi di punti sopra un 
altro punta situato dovunque nello spazio, si esercita allo stesso 
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modo come se la massa del corpo o del sistema fosse tutta riunita 
nel suo centro di gravità. 

Immaginiamo adesso due corpi M ed M', i quali abbiano i centri 
di gravità nei punti 0 ed 0', e si attraggano scambievolmente se- 
condo la legge che ò detta di sopra. Essendo ugual! e contrarie le 
azioni che si esercitano a vicenda Ira due elementi dei corpi che 
consideriamo, saranno pure uguali fra loro l'attrazione di un punto 
o di una molecola A del corpo M' su la massa M dell'altro corpo, 
e l'attrazione opposta della massa M sul punto o su la molecola A: 
dunque poiché la seconda di queste attrazioni, in virtù del teorema 
che abbiamo dimostrato poc'anzi, è la slessa come se la massa M 
fosse raccolta tutta nel suo centro 0; ne \ieue e converso che la for- 
za attrattiva delle singole molecole A ed anche della intera massa 
M' agisca sul corpo M, come su di un punto situalo in 0 e di mas- 
sa uguale ad M . Ma parimente su cotesto punto agisce per attrazio- 
ne la massa M . a guisa di un altro punto collocato nel suo centi o 
0' e dotato di una stessa massa : tale è dunque la forza attrattiva di 
M' per rispetto ad M, quale appunto sarebbe se le due masse si 
condensassero nei rispettivi centri 0' ed 0. La qual cosa doven- 
do pur dirsi della forza attrattiva di M per rispetto ad M', si con- 
chiude generalmente che se le particelle materiali si attirano a vi- 
cenda in ragione diretta delle masse e delle distanze, Fazione scam- 
bievole di due corpi è pari a quella dei loro centri di gravità, nei 
quali si suppongano riunite le masse corrispondenti. 

145. Attrnxione scambievole (lei corpi nella ragione 
diretta delle masse ed Inversa del quadrato delle di- 
stanze. Consideriamo prima l'attrazione dì una sfera omogenea so- 
pra un punto esteriore A ( fig. 9"J. a ). Sieno r ii raggio della sfera, 
(j. la sua densità, o ed u le rispettive distanze del punto A dal cen- 
tro 0 e da un punto qualunque B della superficie sferica : poniamo 
che la sfera attraente venga geuerata dalla rotazione della semi- 
area circolare DBD' intorno al diametro DD', il cui prolungamento 
passa per il punto attratto ; e condotta la perpendicolare B1I = y • 
sul medesimo diametro, facciamo AH = x, BAO = %. Ancora pren- 
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diamo le parli infinitesime HH' = dx, Jle = dy; e meniamo la ret- 
ta H'B' perpendicolare, e le ielle B6 ed eef parallele a DD': ciò fat- 
to, siccome la retla y può prendersi per la disianza del centro di 
gravità dell'area Y>bee' ~dxdy dall'asse di rotazione; cosi il volume 
del solido z generalo dalla rotazione della stessa area si esprimerà 
(136. 2.°) col prodotto ì-y dx dy, e sarà per conseguenza 

2-j/iy dx dy 

l'espressione della sua massa. Se ora fatta - 1 la massa del punto 
materiale A, si dinotino con m la massa della molecola B, e con k 
la forza attrattiva dell'unità di massa all'unità di distanza, si avrà 

kiìi 

— y per l'attrazione esercitala sul punto A dalle singole molecole del 
ti 

solido s ; opperò saranno -^iCos a, j~ sen a le componenti , nelle 

quulì risolvesi l'attrazione di ciascuna molecola secondo l'asse AO 
e secondo una retta AY mobile e perpendicolare al medesimo asse : 
ma stante la posi/ione simmetrica del solido z rispetto all'asse AO, 
le componenti posteriori si distruggono a due a due scambievolmen- 
te, e le componenti superiori si dil igono tulle da A verso 0 ; dun- 
que l'attrazione totale del solido z s ;1 punto materiale A riducesi 

km 

alla somma di tutte le componenti —, cos a, ossia al prodotto 

ti 

2zy.ydxdy - ™ sa ~ì-\ikydxdy ~ =2xpJ$<fa — _ 

Integriamo ora questa espressione, rispetto alla sola variabile y f 

tra i limiti y = 0 ed y = BB = \/u x — x % ; risulterà la forza at- 
trattiva del segmento sferico che ha una grossezza = dx, cioè la 
forza attrattiva del solido generalo della rotazione dell'area BHH'B' 
intorno all'asse AO: pertanto cotesta forza di attrazione sarà 
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y >/ U x —X % 

dx f = — 2r.iJ.kx dx f d v (x* + f) - 4 

0 (x'-r-yY 0 

^ — 2zrkxdx(tr l - x~ l ) = 2-^(l-|-| <te . 

In Ime por avere l'attrazione X di tutta la sfera sul punto A, baste- 
rà prendere l'integrale dell'ultima espressione tra i limiti u ovvero 
x == AD = a — r, ed u ovvero x = AD' = « -H r. Operando di 
lai guisa, otterremo 

fl+r o+r 
o — r o — r 



ma condotto il raggio OB, si hanno dalla geometria le formolo 
u'-^+y^'+r'-ia-xy^r'-a'+Zax , x= f ±£ ~ f ■ 

e da esse si ricavano i valori 

, , dx du xdx w*-t-a t — r* , 

udu = aax , - — = — , — - = s -» du : 

1 u a u 2<r 

dunque 

a-j-r 
a — r 

—4*- *{t+*-*EI 

-•.4*- 

Vo/. i. 22 
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4 

dove la quantità M = ^r 1 esprime la massa di tutta la sfera at- 
traente. Quinci s'inforisee la seguente proposizione: nella ipolesi 
di una forza attrattiva che agisca in ragione diretta delle masse 
ed in ragione inversa del quadrato delle distanze, l'attrazione di 
una sfera omogenea sopra un punto situato fuori di essa, è la 
stessa come se la massa della sfera fosse tutta riunita nel suo 
centro. 

Vede ognuno che la medesima conclusione è vera per uno strato 
sferico omogeneo; e si estendo ancora ad un globo, che abbia uua 
densità costante in ciascuno degli strati concentrici ond' è compo- 
sto, come può senza grave errore, risguardarsi la Terra. Quanto ai 
corpi eterogenei e di qualsiasi forma, prossimamente vale pure la 
stessa conclusione, se il punto materiale A sia mollo distante dal 
corpo attraente. Imperocché in cosiffatta ipotesi tutte le distante ì 
tra il punto soggetto alla attrazione, e i singoli punti o clementi del 
corpo attraente M, sono sensibilmente uguali e parallele fra loro; 
e per tal modo potranno ritenersi come pirallele e proporzionali al- 
le sole masse, le forze attrattive delle diverse molecole di M : dun- 
que determinandosi il centro di queste forze con quelle slesse formo- 
lo (f. 109), colle quali si determina il respetlivo centro di gravita, 
l'attrazione totale di un corpo qualunque M sopra di un punto ma- 
teriale assai lontano passerà prossimamente per il suo centro di 
gravita, e si esprimerà inoltre (48) col prodotto della quantità co- 
stante ~ per la somma di tutte le masse elementari, cioè con ^ ; 

la quale espressione appartiene ancora alla forza attrattiva del me- 
desimo centro, in cui si supponga condensata tutta la massa M. 

Ora con un discorso identico a quello che abbiamo fatto (144) per 
rispetto a due corpi che si attirino a vicenda iu ragione diretta delle 
masse e dello riistanze, possiamo stabilire la seguente proposizione 
nella ipolesi divina attrazione la quale si eserciti scambievolmente 
tra le particelle materiali in ragione diretta delle masse, ed in ra- 
gione inversa del quadralo delle distanze: due sfere omogenee o 
composte di strati concentrici omogenei, ed anche due corpi di qua- 
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luiujue forma e densità, i quali abbiano assai piccole le dimensio- 
ni in paragone delle distanze onde sono separati, agi* ono per at- 
trazione l'uno siili' altro allo stesso modo come se le loro masse fos- 
sero riunite nei rispettivi centri di gravità, 

1 40. L'attrazione scambievole che abbiamo supposta, si esercita 
l ealmente tra tulli i corpi della natura secondo la legge indicata nel- 
l' ultimo numero; e ciò verrà da noi dimostralo a suo luogo nella 
Dinamica: intanto due cose dobbiamo aurora notare intorno alla 
forza di una sfera omogenea, la «piale attragga a sè un punlo mate- 
riale ili ragione diretta della massa ed in ragione inversa del qua- 
dralo della distanza. 

1. * Se il punto materiale è collocato sulla superficie della sfera. 
l' attrazione di questa diviene proporzionale al suo raggio. Infoili 
nella della ipolesi essendo a = r, la formula del numero preceden- 
te ci darà per f intensità dell'attrazione il valore 

4 K£ft£ 4 . 

3 * «' ó ^ 

2. ' Se il punto materiale M è posto dentro la sfera, l'attrazio- 
ne X' di questa su di quello diverrà proporzionale alla distanza del 
medesimo punto dal centro. Di vero nel dello caso V integrale che 
ci rappresenta (145) l'attrazione della sfera, non dov rà più pigliarsi 
Ira i limili a — r ed a -h r come prima, ma sì Ira i limiti r — a 
— A'D ed r -h a = A'D': laonde avremo 



r—a 



r+u 



•= 2^ uk [a* - - ì,- f tu' + a' - r') du] 



r—a 
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Del resto è evidente che la forza attrattiva di una sfera di rag- 
gin r, per rispetto a un punto collocalo dentro di essa alla distanza 
ti <lil centro, ridueesi all'attrazione della sfera concentrica, la qua- 
le ha per raggio la retta a, e per superficie quella che passa pel 
punto attratto: donde si rileva che debbono distruggersi a vicenda 
le forze provenienti d die diverse parli dello slrato sferico, esteriore 
al punto materiale e di grossezza = r — a; e che sui medesimo pun- 
to non agisce efficacemente, se non I' attrazione del nucleo sferico 
di raggio ss a. 

Le cose esposte in questi ultimi numeri, ci bast ino per le appli- 
ca/ioni che dovremo farne alla gravità terrestre e all'attrazione re- 
ciproca de' pianeti ; ma nel caso di una attrazione che si eserciti dai 
corpi in ragione inversa del quadrato delle distanze, gioverà trova- 
re le foratole generali, dalle quali come si deducono i teoremi già 
dimostrati in particolare, così potranno sciogliersi le altre questioni 
relative all' attrazione scambievole dei corpi. 

147. Formolc generali deir attrazione In ragione di- 
retta delle masse ed Inversa di»l quadrato delle di- 

wtanse. Consideriamo un corpo di qualsiasi forma, e poniamo che 
in esso la densità u sia variabile da un punto a un altro. Condotti 
nello spazio tre assi rettangolari per un dato punto 0 (fig. 96.'}, 
presso un punto qualunque B, ossia (x,y,z), sarà dx dy dz l'ele- 
mento infinitesimo del volume, e dm = \j.dx dy dz sarà la massa 
elementare del corpo attraente : quindi presa per unità la massa di 
un punto materiale D, la cui posizione venga determinata dalle tre 
coordinate <*, p, ed espressa colla costante k l'intensità dell'attra- 
zione scambievole di due unità di massa all' unità di distanza, si 

rappresenlerà con ^LÈLÙjL.\ d forza f, onde presso un punto B 
l'elemento del corpo, infinitesimo in ogni verso, attrae a sè il punto 
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materiale D collocalo a una distanza BD = u. Ora le differenze x - *, 
y — 9, z — f sono le rispettive proiezioni della distanza u sopra gli 

assi, e per conseguenza i tre rapporti » ~*~^~~ ' u ° <,U '~ 

valgono ai coseni degli angoli che forma rispettivamente coi tre assi 
coordinati o con tre rette a questi parallele la medesima disianza u, 
o vero la direzione della forza f: dunque saranno (29) 

if.k <li di) dz x — x ?k dx dy dz y — p 
? ' * ~~u~~ » ti 4 ' ' u ' 

yk dx dy dz z — y 

le componenti dell'attrazione elementare f t parallele agli assi delle 
coordinate; ed integrando queste espressioni in tutta l'estensione del 
corpo che si considera, avremo le tre furinole 

\=k f f f y .~^-dxdydz > 
(9) ( l = k f f f pi^ldsdyd*, 

per delerminare parallelamente agli assi le componenti X, Y, Z 
della attrazione che ese: citano insieme lutti i punti o gli elementi 
del medesimo corpo sopra il punto materiale D. In queste forinole 
la disianza u deve prendersi sempre con uno slesso segno per es. 
positivo io lutla l'ampiezza delle integrazioni, e la densità p gene- 
ralmente è una dala funzione delle tre coordinate del punto B del 
corpo attraente. 

118. Gli integrali ('#), dai quali dipendono le tre componenti del- 
l'attrazione totale, possono ridursi a un solo integrale triplo 
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che al pari di que' primi si estendo a tutta la massa del corpo at- 
traente. 

Abbiamo dimostrato nella Introduzione (XCII in fine) ehe per 
differenziare un integrale rispetto a una quantità considerata rome 
costante nella integrazione, basta differenziare sotto il segno ,f , pur- 
ché i limiti dell' integrale siono indipendenti dalla quantità predetta 
e la funzione accolta sotto il segno d'integrazione non divenga infi- 
nita nel! intervallo compreso dai limili medesimi; e questo slesso 
teorema, sotto le stesse condizioni, h i luogo evidentemente e si ap- 
plica ancora agli integrali multipli. Ora per un punto qualunque 
(4, (3, v), esteriore al corpo attraente, la distanza u espressa (31 . 2.*) 
colla forinola 

(1 ) u = v/(*-«)' + fo-{*)'4-(*--7)' , 

non è mai nulla, e perciò la funzione aceolta sotto l'integrale tf) 
non diviene mai infinita; di più i limiti di questo integrale coinci- 
dono eoi limili stessi del corpo attraente, e Mino perciò indipendenti 
dalla posi/ione del punto attiralo, ossia dalle sue coordinate *, 5, 7, 
che nel detto integrale si considerano come costanti: possiamo dun- 
que differenziare parzialmente sotto il seguo l' integrale definito (g') % 
ovvero prendere le derivale della funzione U rispetto alte quantità 
a, p, fi e C()S ìi contenendosi queste ultime quantità nella sola 
espressione di u, avremo le tre forinole 

di di 




E poiché, attesa la medesima espressione di u scritta poc'anzi, pel- 
le derivale parziali del rapporto 1 abbiamo i valori 
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1 d»^ J_ — (a;— a) 
u* ' dx u* ' u 



X — a 




perciò colla sostituzione di questi valori e del valore di dm ripor- 
tato più sopra, le forinole precedenti diventano 



e per mezzo di esse le Ire equazioni (g) si trasformano in queste altre 

,n x-»£.T-»$.i-»f . 

Si vede quindi che posta la funzione U, o l'integrale (</'>, le compo- 
nenti della attrazione parallele agli assi coordinati dipenderanno da 
quella sola funzione integrali»; e cosi per calcolare le medesime com- 
ponenti, basterà che si determini prima l'integrale, o la funzione U, 
e si prendano poi le derivale di questa rispello allo singole eoo: di- 
nate del punto soggetto alla attrazione. 

Quando il punto attratto (i, p, y) fi P»rle del eoqio attraente, la 
distanza « non è sempre d versa dallo zero, e la funzione post i sotto 
il se^no d' integrazione nella forinola (//') passa per l' infinito. Or 
quantunque in tale ipotesi la differenziazione sotto il seguo S possa 
dare generalmente dei risultati non esalti, nondimeno non li dà di 
fatto nel caso nostro particolare, e valgono sempre le tre formolo (y"). 
In realtà se s'immagini tolta una sfera infinitamente piccola che 
racchiuda in sè il punto attirato, le detle foi mole valgono indubita- 
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tornente ed esprimono parallelamente agli assi 1' attrazione di tutto 
il resto del corpo: ora sul punto (*, p, y) I* attrattiva della pic- 
cola sfera, la qu.ilc si può risguardare come omogenea, è propor- 
zionale (146. 2 .') alla distanza del medesimo punto dal centro della 
sfera; ed essendo perciò una quantità inlinilcsima, si potrà trascu- 
rare e considerare come nulla rispetto alla attrazione di lutto il cor- 
po: ne segue che dunque le forinole (</"], le quali si applicano al 
corpo diminuito della sfera sopraddetta avranno anche luogo e ci 
daranno le componenti dell' attrazione che esercita 1" intero corpo 
sopra un punto materiale compreso nella sua massa. 

149. A determinare l'integrale (g') o la funzione U, gioverà in 
molti casi una sua proprietà speciale che vogliamo qui dimostrare. 
Supponendo che il punto attrailo («, ft, v) sia esteriore al corpo at- 
traente, abbiamo già dichiaralo come si possono applicare le i egole 
della differenziazione sotto i segui integrali alla forinola (y r ): quindi 
se in questa forinola si eseguisce la differenziazione due volle di se- 
guito rispetto alle variabili *, p, 7, e si sommano poi insieme i ri- 
sultali parziali, si ottcrià l'equazione 

1 I . t •! 

& 1/ = / J J <H d? + W + ~*7 ) * 

flu X A 

Ora atteso il valore j- = — , che si ricava dalla equazione 

(1) del numero precedente, l'espressione già trovata di sopra 

il 

M X — « 

dx ~" 

ci porge per mezzo di una nuova differenziazione (Si vegga il nu- 
mero 151 j la derivata parziale di secondo ordino 

_m v ' dx 3f/(x — «)' — «' 

_ Vx — xy 1 
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enei medesimo modo si hanno le altre due derivato parziali di se- 
condo ordine 

d'I d'I 

_JÌ 3(y - py J_ » 8(2 — 7)' 1 

queste derivate poi, unite insieme colla somma, a cagione della for- 
inola citala (t) dànno luogo alla equazione 

d«l fi d'I 

U U M A 

Dunque è nullo il secondo membro della equazione supcriore (2), o 
si avrà per conseguenza 

In questa forinola consisle la proprietà dell ri funziono U. quando il 
punto attirato si trovi fuori dH corpo attraente. 

Quando poi il punto (a, 3, 7) si trova nella massa del corpo at- 
traente, la funzione U eslesa a tutto il corpo si può dividere in due 
parti U, e U, , delle quali la prima si riferisca a una sfera infinita- 
mente piccola che comprenda in sè il punto attirato, e la seconda si 
riferisca a tutto il resto del corpo: questa seconda parte soddisfa 
evidentemente alla equazione per conseguenza il trinomio 

£p — h -g ^ r 1 >£p rispetto a tutto il corpo, avrà quello stesso va- 
lore che il trinomio -j-f -+- rispetto alla sfera infini- 

lesima. Ora chiamando a, b, c le coordinate del centro B (fig. 9fi. a ) 
di questa sfera, jjl, la densità del corpo presso il punto attirato I), 
ossia la densità costante della sfera stessa infinitesima che contiene 
il punto materiale D, ed u t la distanza Ira B e D, noi potremo 

esprimere (146. 2.*) con| r^ l ku i l'intensità della attrazione di tut- 
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ta la sfera sopra il punto materiale: e poiché i tre rapporti a — -, 

I) — 3 c — V 

— — , ci rappresentano i coseni degli angoli , che la retta 

0 la direzione della forza attrattiva, fa rispettivamente coi tre 
assi rettangolari; perciò le tre espressioni 

4 4 4 

- -y *(« — •) . — j "f*. KP ~ b )< ~ y-f*. *(? - 

ci rappresenteranno parallelamente agli assi le componenti dell'ai 
trazione di tutta la sfera sopra il punto interno D. Se queste espres 
sioni si confrontano colle espressioni generali (g". 148), applicate 
alla funzione U, , si avranno le formelle 

e da queste, differenziate e sommate insieme, si dedurrà il valore 
rf'U, «TU, rf'U, _ 

W + rf ? * -+77-— «-f.- 

Adunque, giusta la dichiarazione falla di sopra, dovremo anello 
scrivere 

rf'U , rf'U , rf'U . 

e in questa forinola consiste la proprietà della funzione U, quando ii 
punta attiralo fa pule del corpo attraente. 

1o0. Applichiamo adesso le forinole generali a due casi partico- 
lari, e il primo sia quello che abbiamo già consideralo alla line del 
numero (145). S'immagini un corpo di qualunque forma e densità, 
i cui elementi, secondo la legge finora supposta, esercitino un'attra- 
zione sopra un punto materiale situ ilo a distanze assai grandi rela- 
tivamente alle dimensioni del medesimo corpo; e per trovare in 
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questa ipotesi l'intensità e l i direzione dell'attrazione totale, si Gli- 
coli la funzione U espressa nel numero (148). 

Preso il centro di gravità del corpo attraente per l'origine delle 
coordinate ortogonali, si chi imi 5 la distanza di questo punto dal 
punto allindo (a, 3, 7); sarà a* -4-7* = 3', e I' equazione (1) 
del numero cit ilo (148) potrà scriversi in questo modo 

u* = 8' — 2;'*r -h $y -+- 72) -+- y' z') ; 

1 

e giusta la formoli del binomio ci darà l i frazione - sviluppala in 
una serie convergente, cioè 

1 = [V- 2(t <r-+- py+ yz) + (j- 1 + y* H- z 4 )] " * 

-f- 8 lr[12(rj-+-:'y4- 7*)"— l^ + W+YZX*'^-!-* 1 ) 

+3(* , + Sf t +x , ) t l-K.. . 

In virtù di questo valore, l'equazione (g' .148) diviene 

wì 1 1 

U=-j- + 7 tty + yx>ffli - ■gjr 2 ^' + 2/' + *') rfm 

3 

-h^r 2(aap-f-pJf-+-7*)' dm - ... , 

dove si è adoperato il simboli) sommatorio 1 invece dei segni d in- 
tegrazione: e piuYhè a ragione della origine posta nel centro di gra- 
vila del coipo, si hi (109. f) 

I(zxdm) = il (xdin) = 0, ìipjdin) = 0, ìfrzdm = 0; 

perciò sarà in fine 

ifo^-f-pv-f-yz) 1 rfm— ... . 



Digitized by Google 



348 CORSO DI MECCANICA. — STATICA 

Ora per ipotesi essendo la distanza è assai grande rispetto allo 
dimensioni del corpo attraente, nella ultima espressione di lla fun- 
zione U potremo ritenere solamente il primo termine e trascuralo 
tutti gli altri senza errore sensibile: si avrà dùnque prossimamente 

U= £=»(„• + P '-f. /)- 1 , 

e per conseguenza 

rfU mx mx 

37 ~ V" - ' 

(a* + 

dU (/U m/ 

Mediante questi valori, le tre forinole generali fr/". 148), ossia le 
tre componenti dell'attrazione totale, divengono nel caso presente 

ed avendo per risultante una forza, la quile passa per l'origine del- 
le coordinale o per il centro della massa attraente e che viene espres- 
sa dalla formula 

R^V V + V + Z 1 = y- , 

si conchiude di nuovo che nella ipotesi di una attrazione in ragio- 
ne diretta delle masse ed inversa del quadrato delle distanze, un 
corpo qualunque attrae un punto materiale assai lontano prossi- 
mamente allo stesso modo, come se la sua massa fosse tutta riunita 
nel proprio centro di gravità. 

151 . Per risolvere l'altro caso che vogliamo proporre come appli 
cazione delle forinole generali, si premettono per maggior chiarella 
le due cose seguenti. 

La prima cosa è di trovare in generale i differenziali o le deriva- 
te di primo e secondo ordine di una funzione di funzione. Sia z una 
funzione della variabile y, e sia inoltre y una funzione della varia- 
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bili* indipendente x, sicché abbiansi nello slesso tempo z=f[y) ed 
y-^i(x) : sussistendo le din* espressioni 

(3j dz—f(y)dy , dy = j{x)dx , 

troveremo immediatamente 

*=/W(*)*=j;-^. £=''(*)/(<)= 

Queste formolo ci dimostrano che il differenziale di una funzione 
di funzione si ottiene, prendendo la derivala della prima funzione 
rispello alla seconda, come se questa fosse una variabile indipen 
dente, e moltiplicando quindi una tale derivata per il differenziale 
dell j seconda funzione rispetto alla \era variabile indipendente; e 
die pei- conseguenza la derivata di una funzione di funzione è ugua- 
le al prodotto delle derivate delle due funzioni, prese in ordi- 
ne alla variabile alla quale ciascuna delle due funzioni si riferisce 
immediatamente. — Quanto al differenziale e alla derivala di secon- 
d'ordinc della medesima funzione di funzione, non potendo conside- 
rarsi l' incremento dy come costante, dalla prima formula (3) de- 
durremo 

e poiché in virtù della seconda formula (3) si hanno i due w\o- 
ri dy % =i\x)dx\ d*y~ j'(x)dx\ perciò il differenziale e la de- 
rivala di secondo ordine di una funzione s, ovvero /Ty", di un' altra 
funzione y, ovvero f(x), della variabile indipendente «, ci verranno 
date dalle rispettive formolc 

d*z d*z^ dy^ dz_ rfV/ 
d?~ dy % dx* ~*~dy dx* ' 

La seconda cosa da premettersi è questa : sia ? una retta che con- 
giunge l'origine delle coordinate col punto (*, p^) attirato da un cor- 
po giusta la legge generale delta natura; si vuol trovare l'attrazio- 
ne del corpo sopra il punto, estimala secondo la direzione del rag- 
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gin vcllore p. 1 Ire rapporti — , — , — rappresentano i coseni 

? ? ? 

degli angoli formali dalle ire componenti X, Y, Z dell'attrazione eol- 
la direzione p: dunque se nifi immaginiamo che l'attrazione totale 
venga risoluta in tre forze rettangolari, una diretta secondo il raggio 
vettore e le altre due dirette in un piano perpendicolare al medesi- 
mo raggio ; per avere t;i prima componente che esprimeremo con K, 
bisle.à moltiplicare rispettivamente per i detti rapporti le tre forze 
X, Y, Z, e quindi sommare insieme i prodotti che ne risultano Di 
tal modo la componente dell'attrazione secondo il raggio vettoie p 
sarà (f. 148) 

? ? ■ ? \ dx ? d? ? di p j 

Ora essendo connesse i'XXXII ) le coordinate rettilinee *, S, 7 colle 
coordinale polari p, 0, u per le tre relazioni 

x — z scn 0 cos a) , p = p seu 0 sen u , y==? cos 0 , 

possiamo considerare la quantità U come funzione delle tre variabi- 
li a. p, y indipendenti tra loro, e ciascuna di queste come funzione 
del raggio p e degli angoli 0 ed u> : quindi atteso il teorema (LXXVI) 
relativo al ditTerenziale totale di una funzione di più variabili indi- 
pendeuli tra loro, ed atteso anche il teorema che abbiamo dichiara- 
to di sopra in ordine al ditTerenziale di una funzione di funzione, so 
prendasi il ditTerenziale della funzione U rispetto al raggio p, e si 
divida poi il risultalo per dp, si avrà 

rfU _d0 rfa dU dp dUjh . 
dp ^ dx d ? dp dp ¥, dp ' 

e poiché in virtù delle tre relazioni riportale poc'anzi sono 

da , x ris 8 di ^ 7 

seno coso) = - , ~- = sen 0 seno) = — , -j- =cos0 = ~- 
dp ? dp p dp ? 

i valori delle derivate parziali di x, p, 7 relalivamenlc alla variabile 
p, perciò si avrà ancora 
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dU di} 7. , di] s , rfU 7 
dp dx ? tf? p di ? 

Sostituendo questo valori 1 nella equazione (4} invece del trinomio 
posto (lenirò la parentesi, otlenenio l'espressione che si cenava 

K — , cioè l'espressione dell attrazione che esercita un corpo 

sopra un punto m iteriate secondo l i direzione del raggio vettore. 

152. Premesse queste cose, cerchiamo l'attrazione di un cilindro 
internamente cavo e indefinito sopra un punto materiate qualunque. 
Si suppone « he il cilindro sia retto e a base circolare , e che la sua 
densità sia costante in ciascuno degli strati cilindrici ond'è compo- 
sto, e variabile da uno strato all'altro dipendentemente dalla sola 
distanza dall'asse. Prendiamo l'asse del cilindro per quello delle 
e per origine delle coordinale prendiamo il punto, dove l'asse è in- 
tersecato da un piano perpendicolare die si conduca per il [Aiuto at- 
tratto (x, p, y) : essendo indefinita la lunghezza del cilindio da una 
parte e dall'altra di questo piano perpendicolare all'asse , la massa 
attraente sarà disposta simmetricamente intorno al raggio vettore o 
alla retta r, che congiunge il punto attiralo colla origine; perciò tut- 
ta l'azione del cilindro sopra il punto materiale si ridurrà all' attra- 
zione diretta secondo il raggio r, sarà funzione di questo raggio ed 

avrà per espressione (151) il prodotto k ~ . 

Or siccome il punto (z, p, 7) giace nel piano delle x, y, e si ha 
*,=0; cosi vede ognuno che sussistendo l'equazione r — 
la quantità U, funzione di r, è indipendente da 7 ed è funzione di 
funzione rispetto ad 1 e p : quindi giusta le cose dichiarate nel nume- 
ro precedente, le derivale parziali di secoudo ordine della funzione 
U saranno 

M dHJ rfr; rfU dV (TU _ (TU oV d[} d*r 
dx* ~ dr* di* + dr dx* ' dp* ~ dr* dp* H ""3r"3^ " 

Ma dalla equazione r* = x*-±-p* si derivano parzialmente i valori 

dr a dr p 
dx~~~r ' dp" r ' 
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_ ir 

(IV * * dx _ 1 a' rfV 

3? ~~ P r P 1 d5« ~" r r l ; 

dunque le picdellc derivale della funzione U divei ranno 



£U 

da* 


a' 


d'U 

1F 




dU 
dr 


«' du 
r' 3r ' 


d'U 

3p- 


P 


dT 
dr* 


1 

+ 7 


dU 
dr 


p 1 dU 
7" d7 ' 



Sommando insieme queste espressioni e avvedendo che == 0 , 

otterremo nel caso proposto l'uguaglianza 

rR . d'U ^_ d'U . d'U _ d'U 1 dU 

W . 3? -*"dF 3/ ~ dr' r d7 * 

Dopo lotto ciò, supponiamo 1 che il punto attratto sia colloca- 
to fuori della massa attraente, ma nella parte interiore della super- 
ficie concava del cilindro: in questa ipolesi il primo membro della 
equazione (5) deve essere nullo (149. (f*), e si avrà conseguente- 
niente 

d'U , 1 dU A 
dF+7!F^°' 

Questa equazione, la quale non contiene più le derivate parziali, si 
moltiplichi per r dr, e s' integri : denotando con c una costante ar- 
bitraria, potremo scrivere 



./ dU \ A dU c 



Ora l'attrazione totale k 'evidentemente è nulla, quando il pun- 
to attratto si trova sopra V asse del cilindro ; vale a dire è nullo il 
valore^-, e per conseguenza in virtù dell'ultima equazione è nullo 
anche il valore di c per r = 0: dunque essendo invariabile il valore 
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della costante c per tutte le posizioni del punto materiale nella parte 
vuota del cilindro a una distanza qualunque r dall' asse, si conchiu- 
de che per tutte queste posizioni ò ugualo a zero la derivata 55, 

ovvero l'attrazione k^; cioè qualunque sia la posizione del punto 

attratto nella parte vuota del cilindro attraente, si distruggeranno 
sempre a vicenda le attrazioni componenti che provengono dai di- 
versi elementi del cilindro indefinito, e il punto materiale si man- 
terrà in equilibrio. 

Supponiamo 2.° che il punto attratto appartenga alla massa at- 
traente: in questa altra ipotesi il primo membro della equazione (5), 
e per conseguenza anche il suo secondo membro, è uguale (149. g ìr ) 
alla quantità — 4-;;., dove \l rappresenta la densità del cilindro alla 
distanza r dall' asse; sicché avendosi l'equazione 



si potrà questa moltiplicare per rdr, e quindi integrale dal valo- 
re particolare r, che esprime il raggio della superficie interiore 
del cilindro, sino al valore r che esprime il raggio dello strato ci- 
lindrico, sul quale si trova il punto attratto. Pertanto se si rifletta 

che essendo nulla la derivata ^ per tutte le distanze r prese nella 



pari'» vuota del cilindro, la medesima derivala deve essere pur nulla 
nel limite r = r,; mediante l'integrazione della formola superiore, 
verrà senza costante l'altra formola 



Quindi per un punto collocato nella massa del cilindro a una di- 
stanza qualunque r dall' asse, e per un punto collocato sulla su perfi- 
de estoriorc che abbia il raggio r, e la densità y.,, le rispettive at- 
trazioni saranno 



rf'U 1 rfU . 



r 




Voi. I. 



23 
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e se il cilindro è omogeneo in tutta la sua massa, ossia di una stes- 
sa densità p, le medesime attrazioni totali avranno rispettivamente 
per espressioni in valore assoluto 

r v r i 
Supponiamo 3.° che il punto attratto si trovi fuori della massa 
attraente, ma nella parte esteriore al cilindro: in questa terza ipo- 
tosi si avrà come nel primo caso, la formola 

rfU c 

ma perchè a cagione dei punti intermedi! della massa cilindrica 
non vi è continuità nel passare dai valori r < r t ai valori r > r„ 
nella medesima forinola la costante c non avrà nella ipolesi presen- 
te imo slesso valore che nel primo caso. Per determinare il valore 
di questa costante nella supposizione che il punto attratto sia este- 
riore al cilindro, si prenda il valore limite r=f t : l'espressione (7) 
coinciderà colla seconda espressione (6) liberata dal fattore A*, cioè 
por un punto collocalo sulla superficie esterna del cilindro si avrà 
la doppia espressione 

<1r r, or r t J 

**. 

sarà dunque generalmente c=-4z f n.rrfr, e in particolare sarà 

r t 

2V^r 1 — kO, quando il cilindro abbia da per tutto uua 
stessa densitàV e sia omogeneo. Determinata così la costanle c, per 

,_. . dU c 
tutti i valori r>V, sussisterà la espressione (7), ossia 3f = 7 5 

- 
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perciò 1' attrazione del cilindro indefinito sopra un punto esteriore 
avrà per espressione R = /t j- = — , e varierà in ragione inversa 

della distanza del punto dall'asse del medesimo cilindro. 

Ci piace di chiudere il capo presente con tre problemi, relativi 
alla attrazione di una retta definiti sopra un punto materiale, e al- 
l'equilibrio di un punto attirato da più rette definite. 

153. Problema I. Nella ipotesi della attrazione in ragione in- 
versa del quadrato della distanza, trovare la forza attrattiva che 
esercita ima retta materiale ed omogenea AA' sopra un punto M 
dovunque situato nello spazio (fig. 1)8. *). 

Dal punto M si abbassi una perpendicolare MN = li sopra la i et- 
ta AA' — a, e supponiamo che questa venga incontrala dalla per- 
pendicolare in N, e divisa nelle due parti AN = c ed A'i\ = c' : si 
«ingiungano MA = b, ed MA' = b'\ sia ? la densità della retta ma- 
teriale, o la massa distribuita sulla unità di lunghezza nella retta a, 
e si esprima con k l'attrazione della unità di massa all'unità di di- 
stanza. Posta l'origine delle coordinate in M, e preso per asse del- 
le ascisse la retta MX parallela ad AA', e per asse delle ordinale 
la retta perpendicolare MN, si faccia ND = £,MD = u : un ele- 
mento dx della retta attraente presso il punto D, avrà per massa il 

u le dx- 

prodotto j.dx\ la forza attrattiva di questo clementi» sai a ' ^ , e lo 
componenti di una tal forza p irallelameale agli assi saranno 
dx x . x dx' . x dx 

5 — » — = uff j— = ufi - 

U U ' l! r t 1 

é$L ì = ^ ^ —** — . 

u* u r u* r 

(*■ -hx*y 

E quindi manifesto che lo componenti X ed Y della attrazione di 
tutta la reità A A' secondo gli assi coordinali, verranno espresse dal- 
le due formolo integrali 
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Ora quanto al primo integrale abbiamo (XC, XLVII, XLVI) 

/ xdx r xdx 



''A 1 4- x f « /* /Tr - — r ;r<te 



(A* x % ) * 

e conseguentemente 

xdx 1 



(h* -H flf a ) * 



Quanto poi al secondo integrale se si faccia h % -\-x* = x* %\ ab- 
biamo 



onde 
e perciò 
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k-*r* hzdz 



= J *v ~~~ A'z ~ AVFTF" ' 

Dunque 

_ ^ fi* 



* U/AM-tf'J-c' v'A'-f-c" 



V/AM-c 1 



_ pft H* 



1 ~ H uyr^P J-c'"" a^/ft? 



ufo' 



An/A'+c" 



~ hb' • 

Da queste esprcssioui facilmente si deducono quelle delle mede- 
sime componenti X ed Y, nel caso che la perpendicolare MN incon- 
tri la iella AA' in una delle sue estremità, ovvero nel suo prolun- 
gamento; ma ciò che a noi preme, si è di trovare la componente 
della attrazione totale secondo un asse che passi per il punto attrat- 
to e per una estremità della retta attraente. Pertanto immaginiamo 
che le due forze X ed Y sieno risolute ciascuna in due altre, una 
secondo l'asse MA e l'altra secondo un asse perpendicolare al pri- 
mo: la componente X' della attrazione totale secondo l'asse MA si 
esprimerà (26) colla forinola 

\t _v c v ^ f** c f** c fkhc Me' 



pica 

66' ~ W 



vale a dire nella ipotesi della attrazione in ragione inversa del 
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quadrato della distanza, la forza attrattiva di una retta materiale 
sopra un punto, stimata secondo un asse che passi per il punto at- 
tratto e per una estremità della retta attraente , si esprime per 
l'attrazione di tutta la massa della retta all'unità di distanza, di- 
visa per il prodotto delle distanze del punto attratto dalle due 
estremità della retta attraente. 

< 

154. problema il. Un triangolo isoscele è formato di tre ret- 
te materiali ed omogenee, le quali sono dotale di un potere attrat- 
tivo in ragione inversa del quadrato della distanza. Un punto 
materiale è situato in una data posizione sopra la perpendicola- 
re condotta dal vertice alla base , e resta in equilibrio sotto 
l'azione delle forze provenienti dai tre lati: determinare l'an- 
golo al vertice. 

Nel triangolo isoscele ABB' (fig. 99. a ) essendo AD la perpendi- 
colare abbassata dal vertice A sulla base BB', si chiamino a, b le 
rispettive distanze MA, MD del punto materiale M dal vertice pre- 
delio e dalla base: si ponga AB = AB' = c, MB == MB' = p, 
BD = B'D = q ; e sieno al solito ^ la densità delle rette materia- 
li, e k l'attrazione della unità di massa alla unità di distanza. Le 
forze elementari si concepiscano risolute secondo l'asse MA e un 
asse perpendicolare rispetto ai lati uguali AB e AB', secondo l'asse 
MD e un'asse perpendicolare rispetto alle due metà dalla base BD 
e B'D : le seconde componenti, siccome quelle che riescono eviden- 
temente uguali e contrarie due a due, si distruggono a vicenda tra 
loro: laddove le prime componenti dell'attrazione proveniente dai 
lati uguali si sommano in una sola forza f, e quelle dell'attrazione 
proveniente dalle due semi-basi si sommano pure in una sola forza 
f. Ora queste due somme o forze risultanti, giusta il teorema di- 
mostrato alla fine del numero precedente, hanno per espressioni 

, pfc.AB fJc . AB' _ pkc ?kc 2?kc 
1 ~~ AM . MB AM.MB' ~~ ap ap ~~ ap ' 

ff __ BD jj.fr. B'D __ pkq fkq fykq 
' MD . MB + MD . MB' ~~ bp * bp ~~ bp ; 
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e dovendo essere uguali tra loro a cagione dell'equilibrio del punto 
materiale M, ci daranno successivamente 

2piÀT 2p kg c_ q q^ b 
aj) bp ' a T '7 "o 

Si chiami «l'angolo BAD, ossia la metà dell'angolo BAB' che si 
cerca : sarà q = BD = c scn a ; perciò 

6 / 6 \ 

scn a — — , a — are scn = — , 

e l'angolo al vertice del triangolo isoscele risulterà uguale alla quan- 



tità 2 are scn 




155. i»robleiit» in. Due rette materiali AB, AC (fig. 100.*) 
si tagliano ad angolo ref/o, e attraggono inversamente al quadrato 
della distanza un punto materiale M situato all'estremità della per- • 
pendicolare AM, che dal punto A si abbassa sopra BC: determi- 
nare la grandezza e la direzione della forza necessaria a tenere in 
equilibrio il punto attratto. 

Sieno BC = a, AC = 6, AB = c, AM = A, BM = p, CM = 
q, |a la densità delle rette materiali o la massa distribuita sulla uni- 
tà di lunghezza, k l'attrazione dell'unità di massa all'unità di distan- 
za. Si ponga l'origine ih M, e si prendano per assi le due rette per- 
pendicolari MAX, MBY : si chiami F la forza cercata , ed x l'ango- 
lo che la sua direzione dovrà fare colla retta AMM'; in line si espri- 
mano con X, Y le componenti della attrazione di AB sopra il punto 
materiale, dirette secondo gli assi MX ed MY, e con X',Y' le com- 
ponenti dell'attrazione di AC, secondo Tasse MX e secondo la retta 
MC opposta ad MY. Essendo F cos a ed F scn x le componenti del- 
la forza F giusta le rette MM' ed MC, nel caso di equilibrio sussi- 
steranno le due equazioni 

F cos * — X -h X', F sen a — Y — Y'; 

e da queste prima quadrate e sommale, e poi divise fra loro, si 
dedurranno le altre due formole 
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(8) F' = (X-t-X')'-MY-Y')\ tang« = -J^. 

Ora in virtù del teorema dimostrato alla lino del primo problema 
(153), abbiamo io valori assoluti 

X= = Y, X' = *£=Y: 

dunque quanto alla in le usi là della forza F, la prima forinola (8) ci 
darà 

F' = (X+X? -+- (X-X')' = 2 (XM-X") 



e a cagione dei varii triangoli simili essendo nella figura » 

-= -x , h = ~, risulterà in fine 
ab a' 



Quanto poi alla direziono della forza F, stanti le rispettive ugua- 
glianze delle quantità X ed Y, X' ed Y\ e attesi i loro valori notati 
più sopra, la seconda equazione (8) ci dà 

_£ 1 £ JL 
.„ X — X' p" 7 7" 6 6 — c 

p q c b 
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ma chiamando e l'angolo che fa la retta AMM' con AB, abbiamo 
b = a cos e, c = a sen e; dunque atteso anche il valore tang 45° 
r= 1 , sarà 

cose — sene 1 — tang e 
° cos e 4- sene 1-htange 

_ tang 45' — tang. ^ ' 

^H-tang45Mang £ taDg(45 t} ' 

E quindi a = 45° — e l'angolo che forma la direzione della forza 
F colla retta AMM'; ma ciò non può stare, se facendo la retta 
AMM' un angolo e colla retta AB, la direzione F non faccia un an- 
golo cai 45° colla medesima retta AB; dunque la forza cho mantie- 
ne in equilibrio il punto materiale M, formerà un angolo semi-retto 
con AB, e perciò colla retta ancora AC. 



CAPO Vili. 



EQUILIBRIO NELLE MACCHINE. 



156. Si chiamano macchine quegli istrumenti o sistemi di corpi 
solidi, che servono a trasmettere l' azione dello forzo da una parte 
all'altra, e a trasformare il lavoro della potenza in quello della resi- 
stenza. Oltre all'essere un mezzo di applicare ai nostri usi le diver- 
se forze della natura, le macchine ci riescono utili sì a dirigere nel 
verso più conveniente, come ad ingrandire l'azione della potenza 
nel producimelo di un dato effetto: ma quanto a quest'ultimo van- 
taggio, per non prendere abbaglio, sono da distinguersi duo casi 
differenti. Imperocché o le macchine sono destinate per es. a soste- 
nere un peso e si trovano nello stalo di equilibrio, ovvero sono a- 
doperate per sollevare o trasportare il peso, e si considerano nella 
condizione di moto: se ha luogo il primo caso, generalmente è vero 
che l'azione della potenza viene come accresciuta e moltiplicata col 
mezzo delle macchino; in quanto che per tal modo una resistenza 
qualunque può essere equilibrata, o sostenuto un peso da una poten- 
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za comunque piccola. La qual cosa peraltro non si vuole intendere 
in questo senso, quasi che un;i forza minore fosse valevole per sè 
stessa a distruggere una maggior forza, oad impedirne interamente 
l'effetto; ma per mezzo delle macchine un peso può essere sostenuto 
da una potenza anche minima, perchè le rette fisse e i punti di ap- 
poggio che mai non mancano nelle macchine, concorrono insieme 
colla potenza a mettere in equilibrio il peso o la resistenza. 

Se poi ha luogo il secondo caso, cioè se le diverse parli di una 
macchina sono animate da un moto per es. uniforme, allora la po- 
tenza e il peso da elevarsi o da trasferirsi conservano bensì tra loro 
lo slesso rapporto come nel caso dell'equilibrio; ma quanto la po- 
tenza è inferiore alla resistenza o al peso in grandezza, tanto è su- 
periore in velocità ; sicché nelle macchine in molo ciò che si gua- 
dagna in forza, si perde in velocità o in tempo. Di tal guisa mo- 
vendosi un peso, mediante una macchina, per l'azione di una potenza 
per ps. dieci volte minore, verrà esso innalzato a una data altezza 
in un tempo dieci volte maggiore di quello, che basterebbe se una 
potenza decupla ed uguale al peso operasse immediatamente su di 
questo senza l'intervento della macchina : ora è chiaro che Dell'ef- 
fettuare l'innalzamento del peso s'impiega sempre la slessa quan- 
tità di forza, sia che si eserciti una certa potenza per un tempo de- 
terminato, sia che si eserciti una potenza dicci volle minore per un 
tempo dicci volte maggiore: dunque le macchine in molo non ac- 
crescono veracemente nò moltiplicano l'azione della potenza, quan- 
tunque ci servano utilmente ad eseguire un dato lavoro o con pic- 
cola forza in inolio tempo, ovvero con forza più o meno grande in 
breve ora. 

La quislione principale intorno alle macchine si è di trovare una 
potenza, la quale valga a smuovere un dato peso, o a vincere una 
data resistenza: e conciossiachè una tal potenza si può determinare 
agevolmente, quando essa si equilibri colla resistenza e le macchine 
sieno nello stato prossimo al moto; perciò il problema generale in- 
torno alle macchine si riduce a cercare le condizioni di equilibrio 
tra una resistenza qualunque e la potenza corrispondente. Queste 
condizioni che potrebbero derivarsi dalla teoria già stabilita in gc- 
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nerale (85 e seg.) per l'equilibrio dc'sistcmi, noi le indagheremo e 
le stabiliremo direttamente in alcune macchino , non considerando 
per ora gli attriti e gli altri impedimenti. 

157. Condizione di equilibrio nella lev». La leva è lina 
spranga solida, che può girare intorno a un asse fisso, e a cui d'or- 
dinario sono applicate due forze in un piano perpendicolare all'asse: 
può essa rappresentarsi per una linea inflessibile, retta o curva, mo- 
bile intorno a un punto fisso che si chiama fulcro, e sollecitata da 
due forze, cioè dalla potenza e dalla resistenza; le quali forze come 
sono dirette nel piano in cui può muoversi la leva, così tendono » 
produrre in questa due moti contrarli intorno al fulcro o punto di 
appoggio. — Si distinguono tre generi di leva: dieesi leva di primo 
genere quella, nella quale il fulcro è posto tra la potenza e la resi- 
stenza ; leva di secondo genere quella in cui la resistenza si trova 
tra il fulcro e la potenza, e leva di terzo genere quella in cui la po- 
tenza agisce tra la resistenza e il fulcro. Messo da parte il peso della 
spranga ond e formata la leva, cerchiamo la condizione di equili- 
brio per una leva di qualsiasi genere. 

Nella leva ACB (fig. 101/). sia essa rettilinea o curvilinea, al- 
lora vi avrà l'equilibrio, quando la risultante delle due forze, cioè 
della potenza Q e della resistenza P, che supponiamo applicate nei 
punti A e B «otto un angolo qualunque, passi pel fulcro C in cui si 
appoggia la leva, e venga così disi rutta dalla resistenza indefinita 
dello stesso fulcro : ma sappiamo (25) che due forze poste ad 
angolo tra loro, stanno nella ragione inversa dei perpendicoli che 
da un punto della risultante si menauo sulle direzioni delle mede- 
sime; dunque condotte le perpendicolari CA' = q e CB' — /) dal 
fulcro alle direzioni della potenza e della resistenza , nella leva vt 
sarà l'equilibrio, quando abbiasi la proporzione Q : P = p: q, ov- 
vero l'equazione ()q — Vp; cioè quando riescano uguali i momenti 
della potenza e della resistenza rispetto al fulcro. 

Questa pure sarà la condizione necessaria e sufficiente all'equili- 
brio di una leva rettilinea, ove l'angolo delle forze si supponga 
nullo od =180.*, e la potenza sia parallela alla resistenza: ma al- 
lora avendo una stessa direzione i due perpendicoli q e p, i trian- 
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goli simili BB'C ed AA'C ci daranno CB: CA = p: q \ e la condi- 
zione di equilibrio si ridurrà alla proporzione 

(h; Q:P = CB:CA. 

Pertanto se le direzioni delle due forze som parallele, per f equi- 
librio di una leva si richiede e basta che la potenza e In resi- 
stenza stimo tra loro nella ragione inversa dei bracci della mede- 
sima leva. 

158. Dobbiamo qui avvertire tre cose. 1 Se la leva è solo appog- 
giata al fulcro e può scorrere sull'asse immobile, oltre alla condi- 
zione detta di sopra, per l'equilibrio è ancora necessario che la ri- 
sultante della potenza e della resistenza riesca perpendicolare alla 
stessa leva, affinchè quella risultante venga elisa interamente dalla 
resistenza dell'asse, e non abbia una componente secondo la dil e- 
zione della medesima leva o della sua tangente. — 2. 4 In qualun- 
que specie di leva la risultante delle due forze è pur la pressione 
che si esercita sul punto di appoggio, e può facilmente determinar- 
si in grandezza e direzione colle formolo appartenenti alla composi- 
zione delle forze. — 3.° Nel caso di duo forze parallele che si equi- 
librano mediante la leva, la condizione (//) ci dice che la potenza deve 
essere maggiore o minore della resistenza, secondochò il braccio di 
leva dalla parte della stessa potenza è più corto o più lungo del brac- 
cio posto dalla parte della resistenza. Quindi la leva di primo ge- 
nero può favorire, e quella di secondo genere favorisce sempre la 
potenza; che anzi non vi ha resistenza, per quanto grande eli i si 
supponga, la quale non possa equilibrarsi con una potenza eziandio 
piccolissima per mezzo di una" leva di piamo e di secondo genere : 
nella leva poi di terzo genere la potenza è sempre più grande della 
resistenza, ma col suo movimento può ottenersi più presto l'effetto 
che si ha di mira. 

139. Nella pratica non si può sempre trascurare il peso della le- 
va, che ò una forza verticale applicata al eentro di gravità. Per te- 
nerne conto nella equazione di equilibrio, supponiamo che la potenza 
Q e la resistenza P (fig. 102. a ) agiscano con qualsiasi direzione 
nel piano che passa per la direzione verticale del peso S e pel fulcro 
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C della leva ACB: condotti dal punto di appoggio i perpendicoli 
g, /), s sulle direzioni delle tre forze, e presi i momenti rispetto al 
medesimo punto; è evidente che basterà, per l'equilibrio della leva, 
che la risultante delle forze Q, P, S passi pel punto C, e non abbia 
momento alcuno rispetto ad esso. Ma il momento della risultante è 
□guaio alla somma algebrica dei momenti delle componenti relati- 
vamente a un punto del piano, nel quale agiscono tulle le forze: 
dunque per l'equilibrio della leva clic stiamo considerando, basterà 
rh« si verifichi l' equazione Qq — Pp zp Ss = 0 , ossia la forinola 

(*') Qf=Pp=S=S», 

dove vale il sogno superiore o l' inferioro, secondo che il peso S 
tende a far girare la leva intorno al fulcro in una stessa parte colla 
resistenza ovvero colla potenza. 

Ouando la potenza e la resistenza sono parallele alla direzione del 
peso, nella equazione (A'j i perpendicoli q, /), s possono essere sur- 
rogali dalle parli corrispondenti AC,BC,DC della leva rettilinea. Im- 
perocché in questa ipolesi dai triangoli simili AA'C, BB'C, DD'C si 

BC DC 

hanno i due valori p = -~q, s~ ~ q; e colla sostituzione , di 

questi valori, la forinola di equilibrio divieno 

Q.AC = P.BCn=S.DC. 

100. Rechiamo un esempio e sciogliamo un problema. l.° Ab- 
biasi, per esempio, a determinare il peso Q che applicato in A 
(fig. 103.») al braccio più lungo CA = a di una leva omogenea 
ACB, tiene in equilibrio un dato peso P, applicato in B al braccio 
più corto CB— b. Essendo omogenoa la leva, il suo centro di gra- 
vità si trova nel punto di mezzo D dalla parte della potenza; perciò 
nel caso dell'equilibrio varrà l'equazione Qa = P6 — S.DC : ma si 
ha evidentemente 

DC = DB-CB=1 ( a -+-b)-b = ; 

dunque il peso cercato sarà 
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Q=P *- . 

^ a za 



2.* Allungandosi una leva di secondo genere in equilibrio, come 
s'impiccolisce da una parie la potenza pel crescere della sua disian- 
za dal fulcro, così dall'altra pai le la medesima potenza deve in- 
grandii si a cagione che nello slesso tempo diviene più grande il pe- 
so della leva e il suo momento, che è sempre favorevole alla resi- 
stenza: di qui nasce spontaneo il problema, in cui si cerca la lun- 
ghezza diana leva omogenea e di grossezza uniforme, la quale ap- 
porti il massimo vantaggio alla potenza. Indichiamo con x la lun- 
ghezza variabile della leva, cou \>. il peso di una porzione uguale al- 

l'unità; saranno \uc il peso totale della leva, ed g-j? la distanza del 

suo centio di gravità dal fulcro: ond'è che rappresentando con V il 
peso da equilibrarsi con una potenza o con un altro peso X, c chia- 
mando b il corrispondente braccio di leva, avremo l'equazione 

Xx = Vb 4- Ir yx* , ovvero X = — -h ^ . 

Z X 2 

11 valore particolare della variabile x, pel quale la sua funzione X 
diviene minima, deve cercarsi (LXX) tra le radici della equazione 

— 0 , cioè della equazione 



sicché quel valore sarà la radice positiva x = V/ P — , e noli' e- 
quilibrio la minima potenza si esprimerà colla forinola 




161. Bilancili ordinari». Alla leva riduconsi le varie specie 
di bilance : la bilancia ordinaria è assai nota; e ci serviamo di essa 
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per equilibrare tra loro due pesi uguali, quando sia orizzontale la 
leva o il giogo, dalle cui estremità pendono le lance o i bacini che 
contengono i due pesi. Per questo uso della bilancia, si richiedono 
due condizioni: la prima è che il fulcro o punto di appoggio equi- 
disli dai due punti di sospensione; la seconda che il centro di 
gravila dell' istrumcnto si ritrovi sulla retta verticale, la quale 
passa pel medesimo fulcro. 

Sieno l\ V i pesi uguali che si collocano ne' duo bacini; A, k i 
perpendicoli menati dal punto di appoggio sulle dilezioni delle for- 
ze l>; ed w, n i momenti delle due parti della bilancia, di qua e di 
là dal piano verticale che si conduce pel fulcro o centro dei mo- 
menli: nel caso dell'equilibrio la risultante di tulle le forzo passa 
pel fulcro, ed ò nullo il suo momento; dunque in tal caso sussiste- 
rà (56) r equazione P(À — k) [m — n) =s 0. Ora coleste equa- 
zione non può verificarsi indipendentemente dal valore P, come è 
mestieri, se non si annullino insieme, ciascuna da sè, le due diffe- 
renze h — k ed m — n; dunque dovranno aversi nello stesso tempo 
le due uguagliane h = k, m = n. Quindi poiché nella posizione o- 
rizzontale del giogo o della retta da cui pendono le due lance ed 
i pesi, colla uguaglianza dei perpendicoli h e k va cougiunta quella 
delle distanze tra il fulcro e i punti di sospensione, e per la ugua- 
glianza dei momenti m ed n deve il centro di gravità dell' inslru- 
mento trovarsi nella retta verticale che passa pel fulcro ; perciò re- 
stano dimostrale e chiarite le due condizioni, che abbiamo dello ri- 
chiedersi per l'uso consueto e per l'esattezza di ima bilancia. 

Nella pratica la bilancia si costruisco in modo che i due piatti o 
bacini pesino ugualmente, e il giogo sia simmetrico in ordine a un 
piano condotto pel fulcro normalmente alla retta che unisce i punti 
di sospensione: ond' è che nella posizione orizzontale di equilibrio 
sì il giogo come i due piatti hanno i rispettivi centri di gravità nel- 
la retta verticale , la quale passa pel punto di appoggio. 

162. Quando mancasse l'una o l'altra delle condizioni che abbiamo 
ora dichiarate , la bilancia sarebbe falsa ; ma anche in questo caso 
potremmo servirci di essa , per determinare giustamente un peso, 
imperocché se manca la seconda condizione, cioè se i momenti m 
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ed n non sono uguali , e la bilancia scarica non rimane in equili- 
brio col giogo orizzontale ; allora per correggere il difetto, basterà 
che nell'uno de' piatti si aggiunga tanto peso, quanto fa bisogno 
ad introdurre nella bilancia l'anzidetta posiziono orizzontale di 
equilibrio. 

So poi manca la prima condizione, cioè se non sono uguali i per- 
pendicoli h e k ; pongasi successivamente il peso P ne' due bacini 
e si equilibri nel modo usato coi pesi Q e Q': tra questi due pesi 
sarà medio geometrico proporzionale il peso incognito P. Infatti 
essendo uguali per ipotesi i momenti m ed », ai due casi di equili- 
brio rispondono le due equazioni H = Qk t W=Q'h; e dal- 
la scambievole moltiplicazione di queste nasce P' = QQ' , ossia 

p=-v/W. 

In questo secondo caso se i pesi Q e Q', coi quali si equilibra il 
peso P collocalo successivamente nei due piatti della bilancia, diffe- 
riscano di poco l' uno dall'altro, negli usi ordinarli potremo evita- 
re l' estrazione della radice quadrata nella quale consiste il valore 
esalto di P, e senza errore sensibile polremo assegnare allo slesso 
peso P il valore che è medio aritmetico proporzionale tra i due pe- 
si Q, Q'. Infatti posto Q' = Qzt ? , sarà 

ma nella ipotesi che la differenza q sia abbastanza piccola, invece 

della quantità V^Q' ^= Cty si può prendere senza errore sensibile la 
quantità 

■ 

dunque si avrà prossimamento 

163. Perchè una bilancia sia perfetta e riesca comoda al maneg- 
gio, si richieggono alcune altre condizioni che vogliamo qui di- 
chiarare. Sia C (fig. 104. * ) il fulcro, o il centro intorno a cui può 
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muoYcrsi la bilancia; À, B sieno i punti di sospensione che cquidi- 
stano dal fulcro ; D il punto , dove la retta verticale CG incontra 
l'orizzontale AB e la divide in parli uguali; e G il centro di gravi- 
tà del giogo. Comprendendo nei pesi P applicati in A e B anche 
quello dei piatti e delle catenelle , e dinotando con Q il peso del 
giogo, supponiamo che per la giunta di un peso p dalla parte A, la 
bilancia dalla posizione orizzontale ABC passi a un'altra posizione 
di equilibrio A'B'C: si vuol determinare l'angolo d'inclinazione 
a = ACA' = DCD' = BCB\ da cui è misurata la mobilità della 
stessa bilancia. 

A questo fine si conducano i perpendicoli A'H, B'K, G'I sopra la ret- 
ta verticale CG, e pongasi AD=a=BD,CD=6^CD',CG==c=CG': 
presi i momenti delle forze rispetto al punto fisso C, la nuova po- 
sizione di equilibrio ci somministra (56) l' equazione 



Ma chiamando j3 l'angolo ACD = BCD, abbiamo 
B'K=CB'sen(;H-x)— CBsenpcosM-CBcospsen z=ocos x4-6seni> 
61 a CG'senDCLV = c sen % , 
A'H==CA'senfp— *)=CA senp cos i— CA cos p sen r 

=acos i — 6 sen *; 
sarà dunque (2P-hp)6sen i-+-Qc seni— pa cos /=0, e quindi 



Da questa forinola si rileva che per uno stesso accrescimento p , 
la bilancia ò tanto più mobile o sensibile, e però più acconcia a indi- 
care la disuguaglianza dei pesi , quanto e più lunghi sono i suoi 
bracci, e più vicini al fulcro C i due punti D e G, e più piccolo è il 
peso ondo si caricano i due piatti: perchè poi sotto qualunque cari- 
ca la sensibilità della bilancia rimunga sempre la stessa , bisogna 
fare 6 = 0; eioè debbono trovarsi su di una stessa retta i punti di 
sospensione A e B, e il centro del molo o fulcro C. Adempita questa 



p.B'K + Q.Gl — (P-t-p)A'H = 0. 



tang a= 



pa 



(8P-hp)6+Qc * 



Voi I. 



24 
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condizione, la forinola diviene tanga=^; ne segue che se la di- 
sianza c ò un po' grande , il giogo della bilacia si rimoverà appe- 
na dalla posizione orizzontalo per una differenza p anche considere- 
vole tra i pesi che si confrontano : che se la distanza c è nulla ov- 
ro negativa, si avrà tang a = <» oppure tang <* < 0; epperò per una 
differenza p anche piccola , il giogo della bilancia traboccherà fa- 
cendosi verticale, o trascorrendo ancora oltre questa posizione. 
Pertanto affinchè la bilancia non sia al moto nè più lenta nè più 
presta di quello che conviene, il centro di gravità del suo giogo de- 
ve essere poco discosto dal fulcro, o trovarsi al di sotto di questo. 
164. Bilancia romana © stadera. Si riduce anche questa 

bilancia a una leva di primo genere coi bracci disuguali: al braccio 
più corto a si applica la resistenza X , o il corpo da pesarsi, e so- 
pra il braccio più lungo si fa scorrere un poso costante, o il Roma 
no Q che tiene le veci della potenza equilibrante. 11 peso X si può 
determinare per mezzo della equazione di equilibrio, la quale è con- 
forme a quella dol numero (159): perchè presi i momenti rispetto 
al punto di appoggio, e chiamando M il momeuto della stadera sca- 
rica , 0 6 la distanza della potenza Q dal fulcro , nel caso di equi- 
librio coi bracci orizzontali, abbiamo l'equazione Xa — Qb + M =0; 
e da essa ricaviamo il valore 

v Qb =fc M 

rn x=^- 7 — , 

dove si dovrà fare uso del segno superiore od inferiore , secondo- 
chò il ceutro di gravità dell' istrumento è posto sul braccio più 
lungo o sul braccio più corto della leva. 

Nella pratica i diversi pesi X si conoscono immediatamente per 
via di varii numeri, che sono notati nel braccio più lungo dell'asta. 
Imperocché è da sapere che nella stadera crescendo in progres- 
sione aritmetica la distanza della potenza Q dal fulcro, nella po- 
sizione di equilibrio cresceranno pure in una consimile progressio- 
ne le resistenze, o i pesi\. Di vero sieno X 0 ,X 4 ,X„X,,... , X w 
i pesi a cui fa equilibrio la potenza Q applicata nelle successive di- 
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stanze dal fulcro 6, b-\-d, b-\-Zd, 6-h3(i, ... , b+nd: in virtù 
della equazione (h"), i pesi si esprimeranno nei modi seguenti 

- » A «— a ~ AoH " T ' 

Y ■ ■ Y -L. *Q d Y Y -u 3 ^ v _v , «Od . 

A, A 0 -1 - , A, A„ -1 , ... , A n A 0 -1 — , 

e queste espressioni costituiscono evidentemente una progressione 

aritmetica colla differenza costante — . 

a 

Ciò posto, supponiamo che il centro di gravità della stadera si 
ritrovi sul braccio più corto, e che alla distanza b equilibrandosi 
la potenza Q col peso dell' istrunrcnlo, si abbia X 0 = 0: se a parti- 
tire dalla estremità di ò, si divida il braccio più lungo della stade- 
ra in parli uguali a una lunghezza d, e se al termine della prima di- 
visione la potenza Q faccia equilibrio p. es. al peso X, di una lib- 
bra; e chiaro che noi avremo l'unità per la differenza costante tra i 
termini X,= 0, X, = 1"* , X,, X„ X n , che debbono crescete 
in progressione aritmetica, e corrispoudono alla distanza b della po- 
tenza e alle successive divisioni notate nel braccio della stadera; ed 
è chiaro altresì che sul termino della seconda, terza, ... , ennesima 
divisione il Romano Q starà in equilibrio col peso di due, di t.c,..., 
di n libbre. Per computare le frazioni di libbra che si contengono 
nel peso del corpo, si suddividono lo singole porzioni d in altre par- 
ti più piccole : così divisa la lunghezza d in dodici parti uguali , il 
peso del corpo potrà determinarsi in libbre ed in once. 

Quando le parli d nel braccio più lungo della stadera si prendo- 
no uguali, ciascuna alla lunghezza a; allora i pesi X,, X,, X,,..., 
X„, che corrispondono alb successive divisioni del medesimo brac- 
cio, nel caso di equilibrio saranno altrettanti multipli della potenza 
Q: infatti, attesa la condizione X 0 = 0, l'equazioni superiori di 
equilibrio ci porgono i valori X, = Q, X, ^ 2Q, X, = 3Q,..., 
X.==nQ. 

IGj. Biianeta di Quinteii*. Questa bilancia a bilico si adope- 
ra comodamente per i grandi pesi nel commercio, e si compone 
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di varii elementi nel modo che segue. 11 piano AB ( fig. 105.* ) è 
destinato a ricevere il corpo che si vuole pesare, si appoggia in C 
sopra la leva DE, ed è sostenuto in B per una spranga di ferro BK, 
la quale si attiene al raggio pesatore FH nel punto K : la leva DE 
è mobile intorno al punto D, e mediante la spranga EF si ranno- 
da col raggio pesatore in F ; questo raggio poi, mobile ancor esso 
intorno al punto M . sostiene alla sua estremità H un piatto, dove si 
metto un dato peso Q che nella posizione orizzontale del raggio FH 
faccia equilibrio al peso P del corpo collocato sopra il piano AB. 
Quando il raggio FH si dispone orizzontalmente, è pure orizzonta- 
le la posizione del piano AB, e sono vellicali le due spranghe BK, 
EF ; e appunto per servirci giustamente della bilancia, dobbiamo 
far sì, coll'aggiunta di piccoli pesi nel piallo se ciò sia d'uopo, che 
il raggio o la leva FH rimanga in equilibrio nella posizione orizzon- 
tale sotto il peso dei diversi elementi della macchina, quando que- 
sta è scarica dei pesi P e Q : in pratica poi le distanze scambievoli 
tra i varii punti di appoggio si stabiliscono in modo, che il rappor- 
to del braccio DO al braccio DE sia uguale al rapporto che passa 
tra le parti MK ed MF del raggio pesatore. 

Ciò posto, e prescindendo dai pesi delle diverse parli dell'isti u- 
raento che si equilibrano tra loro, rappresentiamo con p, p' le due 
porzioni, nelle quali si distribuisce il peso P, premendo soprai pun- 
ti di appoggio C e B del piano AB : la prima porzione, o compo- 
nente /), agisce sopra la leva DE nel punto C, e determina un'al- 
tra pressione p" nel punto E dove la leva è sosleuuta, pressione 
che mediaute la sbarra FE si trasmetterà senza cangiamento di 
grandezza al punto F del raggio FH; la seconda porzione o compo- 
nente //, mentre agisce in B, dai à luogo a un ì uguale pressione che 
mediante la sbarra BK si esercita nel punto K del medesimo rag- 
gio. Nella posizione orizzontale di questo raggio, per l'equilibrio 
nella leva di terzo genere DE dovrà aversi (157) 

p . DC== p". DE , ossia p"=- / -^^^ ; 



> 
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e per l'equilibrio del raggio o della leva FU dobbiamo avere (56) 
l'equazione \ 

p\ MK -f- p". MF — Q. MII = 0, 

la quale colla sostituzione del valore p" si converte poi nell'alti a 

p'.MK-+-£^ MF = Q.MH. 

Ma, come abbiamo detto di sopra, le diverse parti della bilancia nel- 

DC 

la pratica si dispongono in modo che il rapporto gg-riesca uguale 
MK 

al rapporto : sostituendo dunque un rapporto all'altro, nel caso 

di equilibrio otterremo successivamente le formole 

p. MK-+-p'. MK = Q. MB, (p + p') MK = Q.MH, 

Q:P=MK:MU. 

Si vede quindi che il raggio pesato: e FU trovasi nella stessa con- 
dizione, come se il peso P del corpo fosse ad esso applicato intera- 
mente nel punto K, e che perciò la bilancia di Quintcnz si riduce a 
una leva HMK a bracci disuguali. La potenza Q nell'equilibrio sa- 
rà tanto minore rispetto al peso P, quanto maggiore ò il suo brac- 
cio MH rispetto al braccio MK, e viceversa: e siccome d'ordinario 
i due bracci MK ed MH si prendono nella bilancia nel rapporto di 
1 a 10, così per mezzo di essa con un peso i) di 1, 2, 3,... chilo- 
grammi si equilibra e si pesa un corpo di 10, 20, 30,... chilogram- 
mi. Di una maniera somigliante e sopra gli stessi principii è forma- 
ta la bilancia del ponte a bilico, che si adopera per pesare i carri 
presso lo scalo dolle strade di ferro e presso le porle delle città; 
e solo in queste bilance il rapporto tra i due bracci MK ed MH, è 
dil a 100, ovvero di 1 a 1000. 

16G. Condizioni* di equilibrio orila carrucola. La 

carrucola o puleggia consiste in un disco che può girare intorno 
al proprio asse, ed ha nel suo contorno una scanalatura o gola, 
n.^lla quale si fa passare e scorrere una fune flessibile. La carru- 
cola diecsi fissa o mobile, secoudochò Osso o mobile è il suo 
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Della carrucola fissa la poteoza e la resistenza si applicaoo ai capi 
della fuDC io un piano pcrpendicolaro all'asse ; nella carrucola mo- 
bile la potenza agisce pure in un capo della fune che si ferma nel- 
l'altra estremità, e la resistenza o il peso da sostenersi è applicato 
mediante una staffa al centro della macchina. 

Quanto alla condizione di equilibrio nella carrucola fissa, che 
può rappresentarsi con un circolo AA'B (fig. 106.*) mobile intorno 
al proprio centro ; la potenza Q e la resistenza P, sieno esse paral- 
lele o inclinate fra loro, debbono riguardarsi come applicate tao— 
genialmente alla periferia nei punti A e B, ovvero A' e B, secon- 
do le direzioni della fune. Laonde condotti i raggi CA, CB e CV 
dal centro ai punti, dove la fune si distacca dalla detta periferia; ò 
chiaro che la carrucola fissa riducesi a una leva diritta ACB, o an- 
golare A'CB, nella quale le distanze del fulcro o del centro immo- 
bile C dalle direzioni delle due forze sono tra loro uguali: dunque 
poichò per l'equilibrio della leva, la potenza e la resistenza devono 
stare nella ragione inversa delle distanze tra le proprie direzioni e 
il fulcro; si conchiude che per l'equilibrio della carrucola fissa, la 
potenza deve sempre uguagliare la resistenza. Quindi \ à carrucola 
fissa non serve punto ad avvantaggiare la potenza, benché riesca 
assai utile per diligerne l'azione nel verso più comodo. 

161. Quanto poi alla condizione di equilibrio nella carrucola 
mobile, sia P il peso da sostenersi nel centro C (fig. 107.*) colla 
potenza Q, la quale agisce secondo la direzione AO sulla fune 
OABO' attaccata a un punto fisso O f : la reazione di questo punto 
equivalendo a una forza Q' diretta secondo BO\ basterà trovare 
la condizione di equilibrio per le tre forze Q, P, Q'. Ora aftinché 
queste forze si equilibrino a vicenda, fa di mestieri che una di es- 
se sia uguale e direttamente contraria alla risultante delle altre 
due; la qual cosa importa per conseguenza che le direzioni di tut- 
te, se non sono parallelo, concorrano "m un medesimo punto, e che 
l'intensità di ciascuna sia proporzionale (24) al seno dell'angolo 
formato dalle altre due : dunque nell'equilibrio della carrucola mo- 
bile le due parti della fune o le due tangenti AO e BO\ poste ad 
angolo e prolungate, debbono incontrarsi in un punto D sulla di- 
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rezione verticale del peso; e nello stesso tempo, tirati i raggi CA 
e CB che noteremo con r, deve stare la proporzione Q: P = 
senBDC: sen ADB=cos BCD: sen ACB. Ma a cagione dei trian- 
goli uguali CAD e CBD, è l'angolo ACB = 2BCD=2*, e la corda 
AB ~c viene divisa per metà e ad angoli retti in F dalla direzione 
del peso ; dunque la condizione di equilibrio si esprimerà coll'una n 
coll'al tra delle^due proporzioni 

* 

Q : P==cos a: sen 2a=cos <i: 2sen acos 3=1 : 2sen & y 



Sicché in generalo nella carrucola mobile vi avrà l'equilibrio , 
quando la potenza stia alla resistenza come l'unità sta al doppio 
seno della metà deWarco abbracciato dalla fune, ovvero come il 
raggio della stessa carrucola sta alla corda dell'arco compreso pur 
dalla fune. 

Se l'angolo a è retto e i due capi della fune sono paralleli, si 

\ 

avrà sen 3=1 , c=2r ; dunque in tale ipotesi sarà Q = y P- Se 

poi l'arco compreso dalla fune fosso di 60° , si avrebbe sen dna 
1 

sen 30* = -g-i c=r; dunque in questa altra ipotesi sarebbe Q=P. 



l'equilibrio la potenza Q riesce sempre minore del peso P, finché 
l'angolo i si mantiene superiore a 30° ; che la medesima potenza 
va crescendo dal valore P sino all'infinito, quando l'angolo * di- 
minuisco da 30° fino a 0° ; e che quella potenza diviene minima, * 
allorquando a è angolo retto e i tratti della fune sono paralleli. 

168. si strini di carrucole. Consideriamo prima un sistema 
di carrucole tutte mobili; consideriamo per cs. tre carrucole A, A', A" 
(fig. 108. 8 ), unite insieme e subordinate luna all'altra per mezzo di 
Ire funi, le quali passando ciascuna per la gola della corrucola cor- 
rispondente, si attaccano da un capo a tanti punti fissi e dall'altro al 
centro della carrucola supcriore: posto l'equilibrio, cercasi il rap- 
porto tra la potenza Q applicata alla fune della carrucola più alta A, 



Q: p ess r : ir sen 3=3r; c. 



Nel resto dalla equazione generale Q = j 



seni 



si scorge che nel- 
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e la resistenza o il peso P che pende dal centro della carrucola più 
bassa A". 

Sieno r, r 7 , r" i raggi delle tre girelle; c, c\ c" le corde degli 
archi abbracciati in ciascuna dalle funi; T' e T" le tensioni delle 
funi, che si avviluppano intorno alle girelle A' ed A": potendosi ris- 
guardare come potenza e resistenza le due forze Q e T' nella pri- 
ma girella o carrucola, T e T" nella seconda , T" e P nella terza; 
dc viene che per l'equilibrio delle singole carrucole debbano sussi- 
stere le proporzioni (167) 

Q: r = r : c, T': T" = r*: c', T": P =r": e" ; 

le quali moltiplicate insieme termine per termine, ci daranno dipoi 
tra la potenza Q e la resistenza P il rapporto 

Q : P = rrV': cc'c". 

Ciò vuol dire che in un sistema di carrucole mobili in equilibrio 
sta la potenza al peso, come il prodotto dei raggi sta al prodotto 
delle corde degli archi abbracciati dalle funi. 

Quando i tratti delle funi sono lutti paralleli, allora le corde coin- 
cidono coi rispettivi diametri delle carrucole; perciò in questa ipo- 
tesi si avrà Q: P = 1: V per tre carrucole, e in generale per l'e- 
quilibrio di un sistema di n puleggie mobili dovrà essere Q: P = 
1 : 2". 

169. Consideriamo adesso un sistema di carrucole, metà fisse e 
metà mobili; consideriamo percs. le tre carrucole mobili A, A', A" 
e le tre carrucole fìsse B, B', B" (tìg. 109.»), congiunte insieme con 
una stessa fune la quale passando successivamente perle loro gole, 
in un capo si annoda a un punto del sistema fisso, e nell'altro capo 
è soggetta all'azione immediata di una potenza Q: nel caso di equi- 
librio cercasi la relazione tra questa potenza applicata alla prima 
carrucola fissa, e il peso P che comprende anche quello del siste- 
ma mobile a cui ò attaccato. 

Distribuendosi il peso P per le singole carrucole mobili, si chia- 
mino p, p', p" le parti dello stesso peso , onde souo queste ag- 
gravate nei proprii centri; e nell'equilibrio del sistema restando la 
fune ugualmente tesa da per tutto, sarà Q la misura comune della 
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tensione, a cui vanno soggetti i diversi tratti della medesima fune. 
Ciò posto, se noi indichiamo con a, a', a" la metà degli archi avvi- 
luppati dalla fune nelle successive carrucolo mobili, per l'equilibrio 
di ciascuna avremo (167) 

Q : p = 1 : 2sen a, Q: p' =- 1 : 2sen Q:p" = l: 2sen i". 

In conseguenza ricavando i valori dei pesi parziali e raccogliendoli 
insieme colla somma, troveremo per l'equilibrio di tutto il siste- 
ma la equazione P = p p' p" = 2Q (sen M-sen l'-f-sen *"), e 
quindi la proporzione 

Q: P = 1 : 2(sen i -h sen *' sen t"); 

vale a dire che in un sistema composto di carrucole parte fisse e 
parte mobili, in generale per V equilibrio deve stare la potenza al 
peso, come l'unità sta alla doppia somma dei seni della metà degli 
archi abbracciati dalla fune nelle puleggie mobili. 
Se i tratti della fune sono tulli paralleli, si avrà 

sen a = sen J = sen a" = sen 90° = 1 

e però la condizione di equilibrio si ridurrà alla proporzione spe- 
ciale Q: P = l: 6 nell'esempio considerato, e alla proporzione ge- 
nerale Q: P = l: n nella ipolesi di un numero n di carrucole fisse 
e mobili. Questi sistemi di carrucole Gsse e mobili si chiamano ta- 
glie, e sogliono disporsi in quel modo che si vede nella seconda fi- 
gura 109.*: tanto le carrucole fisse, quanto le carrucole mobili, so- 
no rispettivamente riunite insieme e incassale dentro a una medesi- 
ma staffa; le prime sono fissale in alto dove si attacca il tiro, le se- 
conde si legano alla resistenza o al peso che si vuole innalzare 

170. iss nella mota. Questa macchina è composta di un ci- 
lindro, e di una manovella o ruota perpendicolare, che possono gi- 
rare insieme intorno all'asse comune. Se l'asse immobile è orizzon- 
tale, la macchina prende il nome di verricello o burbera; se quello 
è verticale, questa si distingue col nome di argano : ma in ambidue 
ì casi la potenza Q si applica tangenzialmente alla periferia della 
ruota, e il peso P è attaccato al capo di una fune che si avvolge sul 
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cilindro; e sì la direzione dell'una, corno quella dell'altro si trova 
sempre in un piano perpendicolare all'asse di rotazione. 

La condizione di equilibrio possiamo facilmente determinarla per 
le cose delte nel numero (86. 2°.). Imperocché la macchina di cui 
ora trattiamo, non essendo altro che un corpo mobile intorno a un 
asso fisso , è chiaro che starà in equilibrio a questa sola condizione 
che si annulli la somma dei momenti delle forze Q e P rispetto al 
medesimo asse : ora se chiamiamo a , b i rispettivi raggi del cilin- 
dro e della ruota, abbiamo Pa e 06 per le espressioni dei momenti, 
con cui le forze P e.Q tendono a muovere la macchina in parti oppo- 
ste inlorno al suo asse; dunque l'asse nella ruota si metterà in equi- 
librio, ove si verifichi l'equazione Po — Q6 = 0, e per conseguen- 
te la proporzione 

Q : P = o : b , 

cioè ove stia la potenza al peso come il raggio del cilindro al rag- 
gio della ruota o alla lunghezza della manovella. Nella pratica la 
grossezza della fune d'ordinario non può trascurarsi rispetto al rag- 
gio del cilindro : quindi è che trasmettendosi l' azione del peso per 
l'asse della fuue, bisognerà aggiugnere il raggio di questa al raggio 
del cilindro nella proporzione di equilibrio. 

La medesima condizione di equilibrio nella burbera o nell'argano 
possiamo anche trovarla, considerandola proiezione di questa mac- 
china sopra un piano perpendicolare all'asse fisso : mediante una ta- 
le proiezione la macchina viene rappresentata dai due circoli concen- 
trici AA'C, BB'C (fig. 110.), mobili intorno al centro fisso C; e 
alle circonferenze di questi circoli le forze P, Q sono applicate tan- 
genzialmente nei rispettivi punti A, B. Di tal modo l'asse nella ruo- 
ta è ridotta a una leva ACB, dove il fulcro sta nel centro C, e le di- 
stanze del fulcro dalle direzioni della potenza e della resistenza sono 
rispettivamente i raggi CA = a, CB=ò del cilindro e della ruo- 
ta; dunque per l'equilibrio della macchina dovranno essere uguali 
tra loro (157) i due momenti Qb e Pa, ovvero dovrà sussistere la 
proporzione Q: P = a: 6. 
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171 . sistemi di mote dentate. Sieno per cs. tre ruote a, 
a', a" (fig. 111.') che agiscono luna sull'altra per mezzo dei roc- 
chetti a, a', a": chiamiamo r, r*, r" i raggi delle ruote; p, p', p" i 
raggi dei rocchetti ; Q, P la potenza e il peso, che si applicano alla 
prima ruota e all'ultimo rocchetto nella direzione delle tangenti; X, 
X' le pressioni reciproche che i denti dei rocchetti a ed % esercita- 
no rispettivamente contro i denti delle ruote a' ed a", e questi con- 
tro quelli. Poiché ciascuna ruota col proprio rocchetto si rassomiglia 
veramente a un verricello od argano; perciò nell'equilibrio dei sin- 
goli elementi , se sono abbastanza piccoli i denti delle ruote e dei 
rocchetti, dovranno sussistere le proporzioni 

Q: X=ip: r, X: X'»p': r\ X': P=»p": r" 

che moltiplicate insieme termine per termino , ci dànno noli' equili- 
brio di tutto il sistema la relaziono 

(h'") Q: P = p?'p": rr'r". 

Pertanto in un sistema di ruo'e dentate per l'equilibrio è di mestie- 
ri che la potenza stia al peso, come sta il prodotto dei raggi de roc- 
chetti al prodotto dei raggi di tutte le ruote. 

172. Quando nel sistema all'equilibrio succede il moto, le varie 
ruote faranno un numero diverso di giri nello stesso tempo : così 
per es. se il rocchetto z ha sette denti , e la ruota a' ne ha ventu- 
no; ad ogni tre giri della ruota a, o del rocchetto a, la ruota a' com- 
pirà un giro solo intorno al proprio asse. Quindi se cercasi il rap- 
porto fra i numeri dei giri N" ed N, che compiono in un dato tem- 
po l'ultima ruota e la prima, indichiamo con V il numero dei giri 
della ruota intermedia a', o del rocchetto x, con k' e k" i numeri dei 
denti di cui sono munite rispettiva; nente le ruote a' ed a", con 7 e 
7' i rispettivi numeri dei denti de'due rocchetti * ed Ad ogni gi- 
ro della ruota a, il rocchetto 1 lascia passare successivamente tutti 
i suoi denti 7 tra quelli dcl'.a ruota a'; dunque mentre a ovvero a 
compie un uumero N di giri, tra i denti della ruota a' il rocchetto 
a farà passare un numero de'suoi denti: ma la ruota a' fa con- 
temporaneamente W giri, e lascia passare un numero N'fc' de'suoi 
denti Ira quelli del rocchetto a; dunque dovendo essere gli stessi i 
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numeri dei denti che nel rocchetto i e nella ruota a' passano imboc- 
cando a vicenda gli uni nei vani degli altri, si avrà l'equazione N-y 
ras N'tf. Nel medesimo modo il rocchetto e la ruota susseguente da- 
ranno luogo all'altra equazione NY=N"#'; e da ambedue molti- 
plicale insieme nascerà la proporzione 

(UT) N":N-«-n': W, 

nella quale si contiene questo teorema : in un sistema di ruote den- 
tate i numeri dei giri che compiono in uno stesso tempo V ultima 
ruota e il primo rocchetto, stanno fra loro come il prodotto dei nu- 
meri dei denti di tutti t rocchetti sta al prodotto dei numeri dei 
denti di tutte le ruote. 

173. Oltre a ciò i denti che s'incasirano a vicenda gli uni negli 
altri, essendo posti ad intervalli uguali, il rapporto tra i numeri 
dei medesimi denti equivarrà al rapporto tra le circonferenze o i 
raggi delle ruote corrispondenti: avremo dunque 

Y : k> = ? : ? , Y ': *" = ;': r" ; 

e da questi rapporti uguali, attesa anche la proporzione (h"), 
ricaveremo 

N": N= T r': = rV. 

Ora supposto p"=r, la proporzione di equilibrio (h'" ) divie- 
ne Q: P=pp' = rV; dunque nella medesima ipotesi la condizione 
di equilibrio si potrà esprimere eziandio colle proporzioni seguenti 

Q: P=N": N = tY: 

E così in un sistema di ruote dentate se sono uguali tra loro i 
raggi delle ruote a cui si applicano il peso e la potenza, nel ca- 
so di equilibrio starà questa a quello, come il numero dei giri del- 
l'ultima ruota sta al numero dei giri che compie nello stesso tempo 
il primo rocchetto, ovvero come il prodotto de' numeri dei denti di 
tutti i rocchetti sta al prodotto de numeri dei denti di tutte le ruote. 

174. Equilibrio nel plano Inclinato. Ci restringiamo qui 

a considerare il caso particolare in cui si abbiano due forze, ciò so- 
no il peso P di un corpo da equilibrarsi e la potenza Q che lo so- 
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aliene su di un piano inclinalo ; dacché in ordine all'equilibrio di 
un corpo posto sopra un piano qualunque e soggetto all'azione di un 
numero qualsiasi di forze, già ne abbiamo trattato generalmente in 
altro luogo (86. 3.°). 

Sia DP ( fìg. 112.» ) la reità verticale che passa pel centro di gra- 
vità del corpo, o la direzione del peso; e DR sia una reità normale 
al piano inclinato, che rappresentiamo colla seziono ABC, fatta da 
un piano verticale e perpeudicolare alla comune intersezione dello 
stesso piano inclinato e dell'orizzonte: il triangolo ABC essendo ret- 
tangolo in B, la sua ipotenusa AC = /, e i suoi cateti AB =a a e 
BC =» 6, chiamansi rispelli vamente, come abbiamo avvertito altro- 
ve, la lunghezza, Y altezza e la base del piano inclinato ; l'angolo 
poi ACB = a è l'inclinazione dello stesso piano all'orizzonte. 

Poste queste cose, egli è mamfesto cho per equilibrare sul piano 
inclinato il peso P colla potenza Q, si richiedo questo solo che le 
medesime forze abbiano una risultante R, la quale venga interamen- 
te elisa dalla resistenza del piano fisso AC. Converrà dunque 1.° che 
le forze Q e P sicno situate in uno stesso piano verticale RDP, do- 
ve si trova la direzione del peso P ; perchè altrimenti le due forze 
non avrebbero una risultante unica R : converrà 2. 8 che giacendo 
le forzo Q e P in uno stesso piano RDP, le loro direzioni s'incontri- 
no in un punto D della retta verticale DP, e non sicno parallele; per- 
chè nel caso opposto la risultante R delle due forze avrebbe anche 
essa una dilezione vellicale, e non potrebbe essere tutta distrutta 
dalla resistenza del piano inclinato: converrà 3.° che incontrandosi 
le direzioni delle forze Q e P nel punto D, la loro risultante R agi- 
sca secondo la retta DR perpendicolare alla lunghezza del piano in- 
clinilo, e cada nella base di appoggio del corpo; perchè così la 
medesima risultante di fatto venga distrutta interamente dalla resi- 
stenza del piano fisso AC, e il corpo non sia costretto a rivolgersi 
per prendere un'altra base di appoggio sul piano. Supponiamo 
adempiute tutte queste condizioni, ed equilibrato per conseguenza 
il corpo che è posto sopra il piano inclinato ; cioè supponiamo che 
la risultante R dello due forze Q e P, concorrenti nel punto D, sia 
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diretta giusta la normale DH , e che la sua direzione incontri la ba- 
se di appoggio : avremo generalmente (24) la proporzione 

Q: P = sen (P, R):sen (Q, R). 

Ma è l'angolo (l\ R) = a; ed espresso con (S l'angolo positivo 
o negativo che fa la direzione della potenza colla lunghezza AC o 
colia retta parallela DA', al di sopra ovvero al di sotto di questa 
retta, è pure seu(Q, R) = sen (90° = cos£; dunque 

avremo 

Q : P=sena: cosp: 

di modo che per l equilibrio di un corpo collocato sopra un piano 
inclinato si ricerca una tal potenza, la quale stia al peso dello 
stesso corpo come il seno dell' angolo d'inclinazione sta al cose- 
no dell'angolo che fa la medesima potenza col piano. 

Quindi 1.° se la direzione della potenza è parallela al piano in- 
clinato, allora avendosi (3 = 0, sarà 

Q : P = scn a: 1 = /scn a: l = a: /, 

cioè starà la potenza equilibrante al peso come Foltezza del piano 
alla sua lunghezza. Quindi 2.° se la direzione della potenza è pa- 
rallela alla base del piano inclinato, avendosi p = a, sarà 

Q : P bs sen a : cos a = / sen a : / cos * = a : 6, 

cioè starà la potenza al peso equilibrato come l'altezza del piano 
alla base. Quindi 3.° ricavandosi dalla proporzione generalo 

P sen % 

di equilibrio la equazione Q = ^ ^ , s' inferisce che sotto uno 

stesso angolo p, la potenza richiesta all'equilibrio di un dato peso 
ò lauto più piccola, quanto minore è l'inclinazione del piano al- 
l'orizzonte; e che sotto uua inclinazione costante del piano, la mi- 
nima potenza che sostiene uu dato peso, corrisponde all' angolo 
p = 0° ed è Q =i P sen a, la massima poi ò Q = oo e risponde al- 
l' angolo £ = 90°: onde la direzione della potenza parallela al 
piano inclinato è quella che più d' ogni altra favorisce la stessa 
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potenza, e con una potenza normale al piano il peso non si può 
mai tenere in equilibrio. 

175. Facciamo V applicazione della teoria del piano inclinato a 
tre problemi. l.° Una molecola pesante su di un piano inclinato è 
soggetta all'azione alternativa di due forze Q e Q\ le quali sono 
rispettivamente parallele alla base e alla lunghezza del piano: si 
vuol sapere quale debba essere il peso della molecola, affinchè ri- 
manga in equilibrio sul piano. — Ritenute le lettere a, ò, / per di- 
notare l' altezza, la base e la lunghezza del piano inclinato ; il poso 
P della molecola dovrà esser tale che verifichi le due proporzioni 

Q: P = a: 6, ()' : P«a: /. 

Dalla prima s' inferisce la proporziono 

Q': Q'-^r^a': a* + 6' = ^: /' , 

che paragonata con la seconda ci dà immediatamente la relazione 

Q\ Q' .4- p» = (}'•: P' ; 

e da questa si ricava il valore cercato del peso della molecola in 
equilibrio sul piano, cioè 

P __ QQ' 

2.° Due pesi P, P' sono collegati insieme per mezzo di un filo 
PDP' (tìg. 113. a ), che passa per la gola di una carrucola fissa D : 
il peso P' pende liberamente dal filo, e il peso P si appoggia sopra 
un piano inclinato all'orizzonte di un angolo t; tutto poi il sistema 
trovasi allo stato di equilibrio. Si domanda l'angolo che forma il 
filo col piano inclinato, e la pressione che esercita il punto pesan- 
te P contro lo stesso piano. — La tensione uniforme del filo ò mi- 
surala dalla forza P', la quale però agisce sul peso P secondo la di- 
rezione PD: quindi l'angolo 3 che fa la direzione del filo colla lun- 
ghezza del piano inclinato, si deduce immediatamente dalla condi- 
zione generale dell'equilibrio P': P«=sena: cosp; la quale ci 
somministra il valore 
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Psena „ Psena 
cos ? = — p — , f = are cos p , . 

Quanto è alla pressione R esercitala contro il piano, immaginiamo 
che le forze PoF, onde è sollecitata la molecola sul piano, si de- 
compongano ciascuna in due altre forze secondo una retta parallela 
e una retta normale alla lunghezza del medesimo piano: le compo- 
nenti normali Pcos a, P' sen p sono opposto e però la loro differenza 
ci darà la pressione cercata 

R=»Pcosa — P / sen^. 

Ma abbiamo 

,, - . /" F sen'a s/P" — P' sen'a 

dunque 

R = Pcosa-v/P M — P 1 sen'i. 

3 * Due gravi P, V sono congiunti insieme per mezzo di un 
filo PDP' (fig. 11 1.*), che passa per la gola di una carrucola fissa 
D, e si equilibrano scambievolmente tra loro, appoggiandosi sopra 
due piani inclinati AC ed AC: si cerca il rapporto, che esiste 
tra i pesi P eP' dei medesimi corpi. — Poniamo che i centri di 
gravità dei duo corpi sieno situati nel piano del triangolo ACC\ i 
cui angoli a ed a' misurano le rispettive inclinazioni dei piani AC 
ed AC all' orizzonte; e indichiamo inoltre con T la tensione unifor- 
me del filo, con % o $ gli angoli che quinci e quindi forma rispetti- 
vamente coi due piani inclinati la direzione del filo: si avranno (174; 
le due proporzioni 

P: T = cos£: sena, T: F=msena': cosp'; 

e da queste, combinale insieme, si dedurrà il rapporto cercato 

P: P' = sen a' cos p : sen a cos $ . 

Se lo due parti del filo sono parallele alle rispettive lunghezze / ed T 
dei piani inclinati, denotando con a la comune altezza di questi, 
troveremo 
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P : P' = scn z' : sen * = j- : y =l :F ; 

e così i due posi, equilibrali tra loro nei due piani inclinati, stanno 
come le lunghezze dei medesimi piani. 

n6. Equilibrio nel cuneo. Il cuneo consiste in un prisma 
triangolare che si applica alla separazione delle parti di un corpo, 
e può rappresentarsi per la sua sezione AA'C (fig. 115.*) con un 
piano normale alla retta che unisce i vertici dei triangoli laterali: 
le rette AC = o, A'C = a' si dicono i lati; e la retta superiore 
. AA' = c chiamasi la testa, o la grossezza del cuneo. 

Per trovare la legge di equilibrio, sia Q la potenza applicata per- 
pendicolarmente alla testa del cuneo; e P, P' sieno le pressioni che 
le due parti del corpo, resistendo alla loro separazione, esercita- 
no normalmente sui lati. Ciò posto, egli e evidente che l'equili- 
brio nel cuneo torna a quello delle tre forze Q, P, P': ma l' equili- 
brio di queste forze esige che la risultante delle due pressioni P,P' 
sia uguale e direttamente contraria alla potenza Q, e che però (24) 
le direzioni di tutte le forze concorrano in uno stesso punto D, e 
I 1 intensità di ciascuna riesca proporzionale al seno dell'angolo for- 
malo dalle al!re; dunque ncll' equilibrio del cuneo sarà 

0 : P : V = sen E DE': sen BDE': scn BDE. 

Ora gli angoli EDE', BDE', BDE sono ciascuno supplemento dei 
rispettivi angoli C, A', A; dunque avremo 

Q : P : P' i= sen C : sen A': sen A = c : a : a', 
e quindi anche Q: c = P: a: — P': a', ovvero 

Q: F-hP'rrc: a-+-a'. 

La qual cosa significa che nel caso di equilibrio la potenza appli- 
cala normalmente alla testa del cuneo sta alla somma delle pres- 
sioni esercitate sopra i suoi lati, come la stessa testa o grossezza 
sta alla somma dei medesimi lati. 
Se il cuneo è isoscele, si avrà 

Voi 1. 25 
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Q: P-+-P' a; 

cioè la potenza starà alla somma delle pressioni, come la metà 
della testa sta al lato del cuneo; onde la potenza agirà con tanto 
maggior vantaggio, quanto minore è la grossezza del cuneo rispetto 
ai lati, ossia quanto è più acuto l'angolo C. 

ìli. Equilibrio nella vite. Il triangolo ABC (Gg. Ile ret- 
tangolo in B, abbia la sua base BC uguale alla circonferenza del ci- 
lindro retto AE': se il triangolo si avviluppa intorno al cilindro, la 
sua ipotcnusa AC segnerà nella superficie di questo una curva AA'B 
che ha il nome di elice ; e se immaginiamo che sopra le parti BD e 
DE uguali ad AB, sieno costruiti due altri triangoli uguali al primo 
ed avvolti intorno al cilindro, nella superficie di questo resteranno 
pur tracciale le curve BB'D e DD'E uguali alla prima, le quali in- 
sieme uuite formano l'elice continua AA'... D'E. È dunque l' elice 
una curva descritta sulla superficie di un cilindro retto AE' con incli- 
nazione costante al lato del cilindro: gli intei valli uguali AB, BD,..., 
ossia le distanze fra due punti consecutivi dell'elice presi sullo stesso 
lato del cilindro, si dicono passo dell'elice. 

Ciò posto, la vite non è altro che uu cilindro retto gucrnilo di un 
risalto uniforme che ha per asse un'elice; e chiamasi madrevite un 
cilindro cavo, avente un incavo elicoidale che corrisponde esatta- 
mente al risalto della vite: il passo dell'elice, consideralo nella vite, 
dicesi passo della vite medesima. Quando si vuole operare con que- 
sta macchina, si uniscono insieme la vile e la madrevite in modo 
che essendo fissa una di esse, l'altra possa aggirarsi uel suo risalto 
o incavo, e produrre così l'effetto che si ha in mira, per es. l' in- 
nalzamento di un peso o la compressione di un corpo. 

178. Ora a fine di trovare la condizione di equilibrio nella mac- 
china descritta, supponiamo che si t mobile per cs. la vite AE', e 
che il suo asse 00' sia verticale: significhiamo con P la resistenza 
che si deve superare, cioè la pressione da esercitarsi o il peso da 
elevarsi; il qual peso essendo congiunto colla vite AE', potrà ri- 
guardarsi come un corpo collocalo sopra l' incavo elicoidale della 
madrevite, ossia sopra il piano inclinato AC su cui si appoggia e 
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può scorrere la stessa vite. La potenza Q che fa equilibrio alla detta 
resistenza, sia orizzontale ed applicala norinal niente in H alla e- 
strcmità della leva OAH = R, che ha per fulcro il punto fisso 0 ed 
è perpendicolare al piauo verticale ABC: da ultimo chiamiamo r il 
raggio OA del cilindro, ed esprimiamo con X una potenza parallela 
alla forza Q e al cateto BC, la quale applicata immediatamente alle 
vite nel punto A sia capace di equilibrare la resistenza P. 

'iò posto, ecco come può trovarsi la condizione di equilibrio nella 
vile: questa macchina deve considerarsi a guisa di un piano incli- 
nalo ABC che si avviluppi intorno al cilindro AE f , nel quale il pe- 
so l* viene immediatamente equilibrato dalla potenza X parallela 
alla base BC : ma la potenza che tiene in equilibrio un peso su di 
un pi ano inclinato, quando agisce in direzione parallela alla base, 
sta allo stesso peso (174), come l'altezza del piauo sia alla base; 
dunque indicando con a il passo della vite, nell'equilibrio di questa 
macchina avremo 

X: P = AB: BC = a: &rr. 

Di più le forze parallele Q ed X produeendo nella vite lo stesso ef- 
fetto di sostenere il peso P, è chiaro che nella leva OAI1 dovranno 
equilibrarsi a vicenda le due forze 0, — X : per conseguenza le me- 
desime forze, quanto alla intensità, staranno fra loro (157) nella 
ragiono inversa dei rispettivi bracci di leva; cioè si avrà 

Q: X = r: R = 2zr: 2r.R. 

Moltiplicati i termini corrispondenti delle due proporzioni, nascerà 
la terza proporzione 

Q: V = a: 2rR; 

e così nella vite in equilibrio la potenza sta alla resistenza, come il 
passo della vite alla circonferenza che tende a descrivere il punto 
d'applicazione della potenza. 

Quindi nella vite tanto minore della resistenza sarà la potenza , 
quanto piò piccolo è il passo della stessa vite in confronto della 
lunghezza della leva o del manubrio: posto per es. R=l w ed 
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0 = 0 "' 0, : Mrà G=sà p =OO p =S5S' 8 pcrò ro " a 

forza p. es. di una libbra si produrrà una pressione equivalente 
a 628 libbre in circa. 

Resta a dire alcuna cosa dell' equilibrio del poligono funicolare 
e di un filo pesante, che sono sistemi di forma variabile: ne trat- 
teremo separatamente nel capo, che viene appresso. 

CAPO IX. 

DEL POLIGONO FUNICOLARE E DELLA CURVA CATENARIA. 
179. Equilibrio nel poligono funicolare. Rappresenti 

ABCDE (fìg. 117 *) una fune o un (ilo flessibile e inestendibile; 
ai cui punti estremi A ed E sieno applicate le forze P e P ,T , e ai 
punti intermedi! B, C, D le forze P r , P r \ P"': nel caso di equilibrio 
il filo prenderà la forma di un poligono , nel quale le forze P e P ,T 
saranno dirette secondo i lati estremi BA e DE, e le altre forze agi- 
ranno sopra i rispettivi vertici in qualunque direzione. Si cercano le 
condizioni a cui le forze debbono soddisfare, affinchè il poligono ri- 
manga nell' equilibrio. 

Il poligono che noi consideriamo, è uno di que' sistemi che han- 
no la forma variabile e non possono equilibrarsi, se ciascuno dei 
sistemi rigidi onde si compongono, non si tenga in equilibrio da sè 
sotto r azione di tutte le forze corrispondenti ; cioè di quelle forze 
che si applicano direttamente a ciascun sistema parziale, e di quel- 
le che nascono in esso da' suoi legami cogli altri sistemi compo- 
nenti: ora quanto al poligono funicolare, dalle forze applicale e dai 
legami scambievoli delle parli nascono le tensioni dei diversi lati; 
dunque pei l' equilibrio del polìgono funicolare bisognerà che nei 
singoli vertici si equilibrino a vicenda le forze e le tensioni, che 
concorrono nei medesimi a formare altrettanti sistemi parziali. 

Si chiamino pertanto X, X' le tensioni dei lali BC, CD; e si no- 
tino colle lettere x, p, f ed z', p', ■/ gli angoli che fanuo le loro di- 
rezioni con tre assi ortogonali: sieno pure a, 6, c; a', b', c';... i 
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rispettivi angoli delle forze P, F,... coi medesimi assi. Ciò posto, 
siccome Dell' equilibrio di un punto materiale deve (65) annullarsi 
la somma delle proiezioni di tutte le forze sopra ciascuno dei tre 
assi coordinati, così le equazioni di equilibrio saranno 

ÌP cos a -4- P' cos a! H-X cos a = 0 , 
Pcos b + P'cos 6'4-Xcosp = 0 , 
P cose -+- P'cos c' X cos y = 0 

rispetto al vertice B del poligono; 

i 
i 

k P" cos a" — X cos a -h X'cos a' = 0, 
(V) | F'cos ò" — X cos p 4- X' cos p' = 0 , 

f P"eosc" — Xcos-r 4-X'cos-r' = 0 

in ordine al vertice C ; 

l P'" cos a'" -+- P"cos a ,T — X'cos il = 0 , 
(r) P"'cos 6"' H- P" cos b" — X'cos p' = 0 , 

f P"'cos e'" -+> P ,T cos c" - X'cos y' = 0 

relativamente al vertice D. Quindi in tutte queste equazioni dovran- 
no contenersi le condizioni necessarie e sufficienti all' equilibrio del 
poligono funicolare : e nelle medesime le proiezioni delle forze che 
misuicino le tensioni , si veggono notate or col segno positivo ed or 
col segno negativo; perchè nello esprimere l'equilibrio delle diver- 
se parti si ha a considerare or quella forza onde ciascun lato del 
poligono è tratto da una sua estremità verso l'altra, ed ora la forza 
uguale onde il medesimo è tratto verso la parte opposta. 

Se adesso aggiungiamo insieme tra loro le prime equazioni 
(A, k y Àr"), poi le seconde e in fine le terze pure tra loro, otterremo 
le relazioni fra le sole forze applicate e gli angoli che fanno le loro 
direzioni cogli assi; avremo cioè le tre formolo 
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f Pcosa-hP'cos a'-h P" cos a" -+-P'" cosa"'-H P"cos a" = 0 , 
(k P cos b -h P'cos V -4- P" cos b" P'" cos b"' + P w cos 6" — 0 , 
v P cos c P'cos d P" cos c" -H P w cos c'" + P ,T cos c ,T = 0 ■ 

ma queste forinole ci esprimono (65 j le condizione d'equilibrio per 
un punto materiale e libero; dunque affinchè il poligono funicolare 
si regga in equilibrio, le forze ad esso applicate devono esser ta- 
li che trasferite parallelamente a sè stesse in un solo punto, si 
equilibrino a vicenda intorno a questo punto medesimo. 

180. Peraltro è da avvertire che da cotesta condizione delle for- 
zo applicato, o piuttosto dalle formule (A'") che esprimono la mede- 
sima condizione, in tanto uè deriva generalmente l'equilibrio, in 
quanto la forma del poligono non è data e si deve determinare. Si 
determina poi la forma del poligouo equilibrato, mediante le equa- 
zioni (fc, W) il cui adempimento è sempre necessario nel caso 
di equilibrio: così per es. dalle tre equazioni (k), e dalla forino- 
la ben nota eos'a-Hcos^-hcos'Y = 1 , possono ricavarsi le quan- 
tità X , * , 3 , y , cioè la tensione e la direzione del lato BC; quindi 
defluita per somigliante modo la tensione o la direzione del lato CD, 
verremo a conoscere la figura del poligono che corrisponde all'e- 
quilibrio delle forze date. 

Se non che le tensioni dei lati possono ancora determinarsi di 
una maniera più facile, come si scorge dal seguente teorema: nel 
poligono funicolare in equilibrio la tensione di ciascun lato equi- 
vale alla risultante di tutte le forze situate da una medesima 
parte del lato che si considera , e trasportate in un solo punto 
giusta le proprie direzioni. Di vero nel caso di equilibrio la teii- 
slono per es. X' del lato CD è uguale ed opposta alla risultante del- 
le due forze — X e P" : ma la tensione — X del lato CB da C verso 
B non è che la risultante delle forze P eP\ trasportata nel punto C ; 
dunque la tensione X' a cui è soggetto il CD da C verso D, è ugua- 
ed opposta alla risultante delle forze P, P', P" applicate al poligo- 
no dalla sua origino sino al detto latore trasferite in un medesimo 
punto C. 
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181. Se le forze intermedie P' , P", F" sono parallele tra loro e 
consistono in altrettanti pesi, allora il poligono sarà tutto compreso 
in un medesimo piano verticale. Imperocché nel caso di equilibrio 
la forza e le due tensioni cho agiscono in ciascun vertice del poli- 
gono, dobbono trovarsi tutte e tre in uno stesso piano: i piani poi 
nei quali si ritrovano le diverse forze e le tensioni operanti in eia 
scun vertice, attesa la direzione verticale dei pesi e il loro paralleli- 
smo, sono tutti verticali e coincidono insieme ; cioè il piano BCP" 
ovvero il piano DCP", dove sono poste io forzo P", X ed X', coin- 
cide così col piano delle tre forze P, P'eX, come anche col piano 
delle altre tre P"\ P" ed X': ond'ò chiaro cho il poligono insieme 
coi pesi giacerà tutto in un piano e sarà verticale. 

Intorno al qua! poligono vogliamo qui notare duo proprietà. La 
prima è che le direzioni delle forzo estreme P e P IT , ossia dei lati 
AB, CD, s'incontrano in un punto della retta verticale che passa pel 
centro dei pesi P', P", P'". Infatti il poligono carico di pesi si riduce 
a un sistema di tre forze ; cioè alla somma dei medesimi pesi P', 
P", P'" cho è una forza unica, verticale ed applicata al loro centro, 
e alle due forze P e P" che rappresentano le tensioni dei lati estre- 
mi, o anche le pressioni degli estrerai punti quando questi sieno 
fìssi: ora un sistema di tre forze che al pari delle nostre non sieno 
parallele, non può staro in equilibrio so le direzioni dello medesime 
forze non concorrano in uno stesso punto : è dunquo manifesta la 
prima proprietà del poligono carico di pesi ed equilibrato. — La 
seconda proprietà è che per tutti i lati la componente orizzontale 
della tensione è costante. Di vero la tensione del lato per es. CD, 
come abbiamo detto di sopra, è la risultante delle forze P, P', P" 
situate da una medesima parte e trasferite nel punto D: dunquo 
operando le forze P' , P" , P"' nella direziono della gravità, la ten- 
sione verticale del lato CD equivarrà alla somma dei pesi P\ P" 
diminuita di tutta la componente verticale della forza P ; e la ten- 
sione orizzontale del medesimo lato, come pure di ogni altro lato 
del poligono, sarà costantemente la componente orizzontale della 
forza P. 
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Accresciuto in infinito il numero dei pesi e delle forze parallele, 
che nei diversi puuti sono applicate a una fune o a un filo di lun- 
ghezza determinata, crescerà pure indefinitamente il numero dei 
lati del poligono funicolare; sicché si avrà in fine una certa curva, 
la quale puòjrappresentarsi, come ben sappiamo, con un poligono 
composto di un numero infinito di lati infinitesimi. Di questa cur- 
va ci basterà considerare due casi particolari ; cioè quello in cui i 
pesi applicati alla fune si suppongono proporzionali alle proiezioni 
orizzontali de'suoi elementi, e l'altro in cui i pesi sono proporzio- 
nali agli elementi slessi o agli archi della mrva: la prima ipotesi si 
verifica nelle catene dei ponti sospesi, la seconda condizione è quel- 
la di un filo pesante ed omogeneo che nello stato di equilibrio 
prende la forma di una curva detta catenaria. 

182. Curva delle] rutene nel ponti sospesi. Sia ACA f 

(lìg. 118.*) la curva di un filo omogeneo, sospeso a due punti fissi A 
ed A', e sollecitato da forze verticali in ragione diretta delle proie- 
zioni orizzontali de'suoi elementi: cerchiamo la natura di questa cur- 
va, che appartiene alle catene de' ponti sospesi e giace tutta nel pia- 
no verticale condotto per la retta AA'. Prendiamo per assi delle 
coordinate la tangente CX presso il punto più basso della curva, e 
la retta CY perpendicolare alla medesima tangente: nel punto C, e 
in un punto qualunque M della curva sieno V e T le rispettive ten- 
sioni, dirette secondo le due tangenti; e si esprima con Q la risul- 
tante di tutte le forze dalle quali vengono sollecitati gli elementi 
del filo compresi tra i due punti C ed M. tirata l'ordinata MH = y 
del punto M, facilmente si dimostra che la direzione della detta 
risultante incontra l'ascissa CU-=x nel punto medio K: perchè se 
noi immaginiamo diviso l'arco CM in un numero assai grande di 
elementi, i quali abbiano tutti un'eguale proiezione sulla retta oriz- 
zontale CX; è chiaro che la forza verticale di ciascuno elemento po- 
trà considerarsi come applicata al punto di mezzo della proiezione 
corrispondente, e che per conseguenza le forze di lutti gli elementi 
dovranno avere un centro ed una risultante nel punto medio della 
proiezione CO di tutto l'arco. 
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Ciò posto, poiché l'arco CM rimane ncll' equilibrio come se fosse 
rigido, per questo è necessario che le tre forze Q, T', T che agiscono 
sopra di esso, concorrano tutte nel medesimo punto K, e sieno pro- 
porzionali ai rispettivi lati e alla diagonale del parallelogrammo 
MHKN. Quindi starà la proporzione 



ma chiamando p la forza applicata a una porzione del filo che ha 
per proiezione orizzontale l'unità di lunghezza, ed esprimendo con 
h una quantità costante, abbiamo Q = px, e possiamo fare T = ph; 



sarà dunque px: ph = y : «■ m , e si ricaverà l'equazione 

x* = ìhy , 

la quale rappresenta una parabola simmetrica rispetto all'asse ver- 
ticale CY. 

Possiamo anche determinare la tensione nel punto M per mezzo 
della proporzione T : T' = KM : KH , ossia 



la quale ci somministra il valore T= p^h* -hx\ e ci mostra che 
la tensione nel filo o nella catena cresce insieme coli' ascissa x. Si 
avverta che nel trovare l'equazione della curva e la tensione in un 
suo punto, non abbiamo tenuto conto del peso stesso del filo o del- 
la catena: di più nei ponti sospesi le forze verticali non sono ripar- 
tite su tutta l'estensione della catena, ma si applica il carico a un 
numero limitato di punti per mezzo di sbarre verticali ed equidi- 
stanti fra loro; sicché la catena costituisce propriamente un poligo- 
no, i cui vertici sono situati nella parabola che abbiamo detta. 
183. Catenaria, o equilibrio «Il un Ilio pesante ed 

omogeneo. La catenaria, come già abbiamo accennato di sopra, 
è la curva formata da un filo flessibile ed omogeneo, che pende da 
due punti fissi e soggiace solo all'azione della gravità. Sia pertanto 
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ACA' (fig. 119.*) un filo omogeneo, abbia uno stesso diametro io 
ogni sua parte, e si attacchi per te sue estremità a duo punti fissi 
A ed A': si vuol determinare la curva piana e verticale, che nel 
caso di equilibrio forma il medesimo filo sotto l'aziono delle forze 
parallele di gravità. 

Immaginiamo che il filo venga diviso In un numero infinito di 
elementi, che abbiano tutti una stessa lunghezza ds; e dinotiamo 
con p il peso di una porzione del medesimo filo presa per unità, 
sicché abbiasi p ds per l'espressione del peso di un elemento qua- 
lunque: di tal modo la curva AC A' si potrà riguardare come un po- 
ligono composto di un numero infinito di lati ds, e sollecitato in cia- 
scun vertice dalle forze verticali p ds. Ciò posto, sieno OX ed OY 
due assi condotti nel piano della curva, il primo orizzontale e il se- 
condo diretto verticalmente dal basso all'alto : di più l'origino O 
delle coordinato si stabilisca in una tale posizione, che l'asse OY 
passi pel punto più basso C da cui vogliono computarsi gli ar- 
chi della curva, e l'ordinata c del medesimo punto riesca ugua- 
le a quella porzione del filo che ha tanto di peso quanta è la ten- 
sione in C. In un altro punto M ossia (a? , y) si chiami t la tensione 
del lato MW = ds , diretta da II' verso M ; e s'indichino con « e p 
gli angoli, che la direzione MM'fa cogli assi coordinati: le compo- 
nenti negative della tensione secondo gli assi saranno 



ma le proiezioni del lato ds sopra i due assi, cioè dx = ds cos x, 
dy = ds cos p , ci dànno i valori 



dunque le componenti prenominate della tensione si esprimeranno 
coi prodotti 



Oltre a ciò, variando per gradi infinitesimi la tensione f, e le due 



— f cos a , — t cosp ; 
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quantità cos i e cos p , ossia ~ e «g , insieme coli' arco della cur- 
va, sì l'una come le altre sono funzioni continuo della variabile *: 
laonde nel punto M' la tensione del lato susseguente M'M" = rf* , 
diretta da M' verso II", diverrà t-hdt ; e le componenti positive di 
cosiffatta tensione secondo gli assi saranno 



t 



H'r).'H«ì)- 



184. Dopo queste cose, ecco come possiamo trovare l'equazione 
della catenaria. Considerando nel poligono infinitesimale il vertice 
M' comune ai due lati UH' , M'M", e sollecitato dalle tre forze f, 
f-f- dt , pds; noi sappiamo (68) che per l'equilibrio del medesimo 
vertice devono ridursi a niente le somme delle proiezioni di tutte le 
forze sopra i due assi OX ed OY, ossia le somme algebriche delle 
componenti parallele agli assi stessi: dunque nel caso di equilibrio 
sussisteranno le due equazioni 

Ora la prima di esse integrata ci dà subito la formola 

e in questa la quantità costante C, non esprime altro, che la tensio- 
ne pc della curva nel punto più basso G. Infatti nel punto C, dove 
l'ordinata diviene un minimum , dovendo (LXXIV. LXX) essere 

,angi Hl =0: 

ne segue che nel medesimo punto la tangente geometrica o l'ele- 
mento ds della curva si dirige parallelamente all'asse delle ascisse, 
e cosi sono uguali tra loro gl'incrementi ds e dx : dunque nel punto 

dx 

infimo della curva coesistendo i valori = 1 , t = pc , risulterà 
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pure C t = pc ; e quindi per un punto qualunque varrà l'equazione 

Ricaviamo di qui il valore della tensione f, e poniamolo nella 
conda formola (1); otterremo l'equazione differenziale della catena- 
ria, cioè 

(3) cd*L=ds= K /l^gdx. 

Per integrare questa equazione, facciamo la derivata -j| =z: a- 
vremo la formola 

ito-, ài 
c 

e moltiplicando nel secondo membro i> termini della frazione pel bi- 
nonno 1 H — , avremo ancora 

dz Zdz 



Fatta r integrazione, verrà la formola 



x_ 
c 



= ,o g ( z + vTT?) = log(g-Hv/l + (2)') 



senza la giunta di una costante, perchè al valore x = 0 corrispon- 
È quindi manifesta la relazione 
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dy • » 

dalla quale, trasportalo prima il termine jg da un membro nell'al- 
tro, e fatta dipoi la seconda potenza, si deduce l' equazione 

che si può anche scrivere in questo modo 

a? a? 



presi gli integrali, si avrà finalmente in termini finiti l'equazione 
della catenaria 



x x 



(*") y=^(e e +e c ); 

e in essa non si dovrà aggiugnere veruna quantità costante, perchè 
hanno luogo simultaneamente i valori x = 0 ed y = c. La curva è 
simmetrica rispetto all'asse delle ordinate. 

du 

185. Ancora osserviamo che essendo ^=0, quando si pone 

i = 0; dalle formolo (3), (4), (2) e (fc") si ricavano due altre equa- 
zioni 



(«■) 



le quali nella catenaria ci porgono le lunghezze degli archi compu- 
tati dal punto più basso sino a un punto j\ y) r e la tensione del tilo 
in questo ultimo punto. Le medesime equazioni insieme colla for- 
inola (& IT ) servono mollo bene alla soluzione dei problemi relativi 
alla calenaria, e ci fanno conoscere le proprietà della medesima 
curva. 
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Quanto alle proprietà della catenaria, ci basti dichiararne solo 
due: cioè che la proiezione MK della ordinata MH sopra la nor- 
male MN, è costante ed uguale alla ordinata e del punto più basso; 
e la proiezione MI della medesima ordinata MII sopra la tangente 
MT, è uguale alt arco corrispondente s, ovvero CM. Infatti abbia- 
mo in primo luogo (183) 



ma per ragione della seconda forinola (£'), è anche c = y-^; dun- 
que MK è costantemente uguale alla ordinala c. In secondo luogo 
abbiamo parimente 



dunque stante la prima forinola sarà MI = s. 

Quanto ai problemi relativi alla catenaria, noi qui ne proponiamo 
alcuni, che valgano per esercizio e servano di norma per la solu- 
zione degli altri. 

186. Problema ■. Un filo pesante, omogeneo e di grossezza 
uniforme, è sospeso per le sue estremità a due punti fissi che si 
trovano situati su di una stessa retta orizzontale; la tensione nei 
punti estremi equivale al peso di tutto il filo: si domanda la lun- 
ghezza del medesimo filo, la distanza delle sue estremità dalla retta 
orizzontale che tocca il punto più basso della curva, e la direzio- 
ne delle tangenti estreme. 

L'asso delle ordinale sia verticale e passi pel punto più basso 
della curva, come nel numero (183); e l'origine sia pur collocata a 
tale altezza, che il peso di quella porzione di filo, la quale adequa 
l'ordinala c del punto infimo, rappresenti la tensione in questo stes- 
so punto: sia /> la lunghezza totale del filo, p il peso di una sua par- 
te prosa per unità, a la distauza delle due estremità della curva dal- 
l'asse; 8 la distanza verticale del punlo più basso dalla reità oriz- 
zontale 2a, che congiungc le due estremità della curva; ed a l'in- 



MK = y cos IIMK = y cos a ss y 



dx 



IT ; 



dx 
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clinazione delle tangenti estreme sull' asse orizzontale, nel quale si 
prendono le ascisse. 

Attesa la seconda forinola (k y ) del numero precedente, nelle due 
estremità della curva la tensione si esprime col prodotto 



ma la medesima tensione per ipotesi equivale al peso p\ di tutto il 
filo, e d'altra parte in virtù della prima formola (k r ) si ha 



a a 
— c^e c — e c J ; 



e sussiste l' equazione 



_a a . a a 

■ I f 



T 



e 



e 



per mezzo della quale potremo eliminare la quantità incognita e 
dalla espressione della lunghezza X. Infatti questa ultima equazione 
ci somministra i valori 



u 



3= ~ZI =eC ' T =l °e( 3 )' 



ov veramente 

a 



log(3) ' 

e colla sostituzione di cosiffatti valori nella formola superiore, ve- 
niamo subito a determinare la lunghezza domandata del filo 

U (, w 1 \_ 2a 3-1 _ la 
~ log(3) [ V 7f )- KPJ ■ v 3 ~ ^3 log(3) * 
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Di più a cagione della equazione (k". 184), l'ordinala 5 c delle 
due estremità fìsse della curva si esprime col prodotto 

adunque la distanza dei punti estremi dalla retta orizzontale che 
tocca il punto più basso, sarà 

-Tog(3)- V T ' 

Finalmente per determinare la direzione delle tangenti estreme, 
differenziamo prima l' equazione generale (k n ) della catenaria, e 
dipoi facciamo in essa la sostituzione della ascissa peculiare a in- 
vece della x : chiamando a l' angolo che le tangenti estreme fanno 
coli' asse delle ascisse, otterremo 

onde l'angolo con cui si definisce la direzione cercata, sarà i = 30\ 
187. Problema 11. Un filo pesante, omogeneo e di grossezza 
uniforme, dimora in equilibrio sopra due rette situate orizzon- 
talmente alla stessa altezza: conosciuta la distanza tra le due ret- 
te o i due punti di appoggio, proponiamoci di trovare la minima 
lunghezza che puh avere il filo, rimanendo nella condizione di 
equilibrio, ed anche la pressione che per la medesima lunghezza 
si esercita su l'uno e l'altro sostegno. 

Sieno L la lunghezza totale del filo DACA'D' ;tig. 120/), e ), la 
parte del filo che forma la catenaria ACA': chiamiamo T la tensio- 
ne presso i punii A ed A', dove si appoggia il filo; p il peso di una 
sua porzione uguale all'unità: in fine disposti gli assi a quel modo 
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che abbiamo dello pel primo problema, dinotiamo con c l'ordi- 
nala del punlo infimo C, e con a l'angolo fallo dalle estreme tan- 
genti della curva coll'asse delle ascisse. La lensione T evidenlemen- 
le è misurata dal peso della porzione AD = A'D' = 4 (L — X), 
sicché possiamo scrivere T— 4p(L — X); ma in forza della seconda 
equazione (k*. 185) che ha luogo nella catenaria, il valore della 
sima tensione è pure 



(1) 

sarà dunque 



1 — — — \ 



a a 



— \ = c(^e c -he c j : 



dove se invece di X si ponga l'espressione equivalente 



r : r ' - r c 



che ci viene dala dalla prima formola (k y ), risulterà 

(2) L = ìce T . 

Questa equazione, la quale suppone l'equilibrio del filo, può ve- 
rificarsi con diversi valori delle due quanlilà Le c: quindi se noi 

a 

prendiamo la derivata (Lll, XLV1) della funzione 2ce c rispetto alla 
variabile c, e la facciamo poi uguale a zero; il minimo valore che 
può avere la lunghezza L, corrisponderà (LXX) alla radice posi- 
tiva della equazione 

e c — -e c =0 , 
c 

la qual radice è c = a. Pertanto la lunghezza più corta del filo che 
soddisfa alla equazione (2), e alla condizione di equilibrio, sarà 
L = 2ae. 

Voi L 26 
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La pressione P che il filo per questa minima lunghezza esercita 
sopra ciascuna delle due retle orizzontali nei punti A ed A', si com- 
pone delle due forze uguali T, T che agiscono secondo la verticale 
AB e la Ungente AB sotto l'angolo 

BAD =-90* — x; 

quindi avremo (24. 1.°) l'espressione 

P = 2Tcos4- (90° — a). 

Ma la formola (1), pel valore c = a che risponde alla minima lun- 
chezza del filo, ci porge 

ahbiamo inoltre dalla trigonometria 

eosl (90'-«) - /3 ±^y ~ *> ^l±pL 

V* V V IH- tang* xl 

dunque 

Vi \ ✓l-f-lang , «y 

Ora per x = a = c, la derivata della equazione 184) della 
curva catenaria ci dà il valore 

tang z = ì ( e — er x ) , 

e da questo valore si deduce ancora 
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dunque la pressione domandala sarà 



188. Problema in. // filo pesatile AMN = L (fig. 12l. a ) è 
omogeneo e di grossezza uniforme: l'estremità A è fissa, e l 'estre- 
mità N con una porzione MN = / giare sopra un piano inclinato 
all'orizzonte. È data la lunghezza totale del filo, e si conoscono 
gli angoli ;;. ed che formano rispettivamente coli' orizzonte il pia- 
no e la tangente della curva AM nel punto estremo A: si vuol de- 
terminare la lunghezza della porzione MN, la quale dimora sul 
piano inclinato. 

Prolunghiamo la catenaria, alla quale appartiene l'arco AM, sino 
a un punto A' situato alla medesima altezza che il punto fìsso A; 
e sia C il punto più basso della curva, cui supponiamo (orinala da 
un filo della stessa natura che il Ilio AMN: ritenuto le denomina- 
zioni dei numeri precedenti, e disposti gli assi al medesimo modo; 
nel punto (x, y) la tensione t e l'arco s computato dal vertice C, si 
imprimono (183. k x ) colle formolo 

pc 

Sarà quindi ■* — la tensione del filo presso il punto M, ed avranno 

1 COS[A ' 1 

luogo le due espressioni 

are CA = c lang a, are CM = c laog \j. : 

ma se la forza pi, che è il peso della porzione MN distesa sul pia- 
no, si concepisce decomposta in due, una perpendicolare alla lun- 
ghezza del piano inclinalo e l'altra secondo la medesima lunghezza; 
è chiaro che questa ultima componente ha per valore il prodot- 
to pi sen e rappresenta la tensione nel punto prenominato M : 
potremo dunque scrivere l'equazione 

— — =p/sen È* , 
cos p r r ' 



Digitized by Google 



404 CORSO DI MECCANICA. — STATICA 

ed oltcrremo in conseguenza 

c = / sen p cos 

Ora l'arco MA non è che la differenza Ira le due lunghezze L ed /, 
ed ancora tra i due archi CA e CM : laonde adoperando i valori te- 
stò ritrovali pei due archi e per l'ordinata c, noi avremo evidente- 
mente 

L = / -H are CA — are CM = / -+- c(tang a — tang jx) 
= [1 -4- sen n cos ^.(tang a — tang 
= (1 — senV -+- sen p cos f* tang a)/ 

(• cogV cos a + sen p cos p sen a \. _ ^ cos ( x — P ) 
cosi j ~~ C0Sf * cos i * 

e da questa equazione ritrarremo la lunghezza domandata 

j L cos i 

~~ COSfx COS(z — |*) 

189. Nel ricercare le condizioni dell'equilibrio dei punti materiali 
e dei sistemi, noi finora abbiamo supposto che le curve e le super- 
ficie fisse producessero solo una resistenza normale; ma in realtà 
l'esperienza ci mostra che le medesime curve e superficie dànno 
origine ancora a una resistenza tangenziale, la quale si dislingue col 
nome di attrito: di questo ostacolo conviene che noi teniamo conto 
nel movimento di un punlo o di un corpo, e che ne calcoliamo ades- 
so l'influenza nelle condizioni dell'equilibrio. 



CAPO X. 

DELLA FORZA DI ATTRITO. 



190. Col nome di attrito, come è stato dello poc'anzi, s'inten- 
de quella resistenza che oppongono le superficie de' corpi in una 
direzione tangenziale , quando questi sono sollecitati a scorrere o 
scorrono di fallo gli uni sugli altri. Nasce l'attrito dalla scabrosità 
delle superficie, ossia dalle piccole prominenze e cavità che sempre 
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si trovano sulle superficie de' corpi anche più levigale: messi due 
corpi a contatto, le prominenze della superficie dell'uno s' insinua- 
no nelle cavità di quella dell'altro, e viceversa; e così non potrà 
per cs. un corpo pesante essere mosso sopra un piano fisso , se 
prima le piccole prominenze non sieno rotte o piegale, o in altro 
modo distrigale dalle corrispondenti cavità. Laonde il piano sul 
quale è collocalo il corpo, non solo resiste normalmente e disti ug- 
ge qualunque forza perpendicolare, ma oppone altresì una resisten- 
za tangenziale, e in questa direzione dentro certi limiti è pur capa- 
ce di distruggere delle forze più o meno grandi. In questa nuova 
resistenza o reazione consiste la forza di attrito; il quale dicesi 
statico o dinamico , secondo che il corpo sia in riposo o si muove 
sul piano : del resto quantunque V attrito in generalità sia uguale e 
contrario alla forza, che realmente distrugge; nondimeno conside- 
rando il suo limite estremo, noi lo dobbiamo misurare colla massi- 
ma forza che esso può distruggere in date circostanze , cioè con 
quella forza che nel piano di contatto conviene applicare a un cor- 
po compresso normalmente contro una superficie fissa, affinchè il 
moto cominci a prodursi rispetto all' attrito statico , ovvero il moto 
già prodotto si mantenga costante quanto all' attrito dinamico. 

191. L'attrito così inteso si sa dalle esperienze 1." che a» pari- 
tà di circostanze è proporzionale alla pressione; 2.° che varia bensì 
col diverso grado di pulimento e colla natura diversa delle super- 
fìcie a conlalto, ma non dipende punto dalla estensione di queste; 
3.° che l'attrito dinamico in generale è minore dell'attrito statico al 
principio del movimento, e nei casi ordinarli è iudipendenle dalla 
diversa specie e velocità del moto. 

Queste leggi , adottale oggimai da tutti dopo le spericuze di Ar- 
turo Morin che tolse ogni dubbio intorno ai risultameli sperimen- 
tali di Coulomb e Ximenes, riguardano principalmente l'attrito ra- 
dente o di prima specie, cioè quello di una superficie che è deter- 
minala a strisciare sopra un' altra: l'attrito folcente o di seconda 
specie ha luogo p. es. nei cilindri e nelle ruote, che girano intor- 
no a sè slesse su di una superficie qualunque; è qucslo secondo at- 
trito assai minore del primo, e si può anche trascurare nel calcolo 
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relativo ai corpi solidi e duri che entrano nella composizione delle 
macchine. Noi qui trattiamo solo dell'attrito statico della prima 
specie. 

192. Coefficiente e angolo di attrito. In due modi possia- 
mo determinare l' attrito, che si sviluppa Ira le superficie dei cor- 
pi a contatto. 1.° Un corpo pesante sia posto sopra una tavola oriz- 
zontale; e nella direzione di questa si attacchi al corpo una funicel- 
la, li» quale passando per la gola di una puleggia fissa al lembo 
della tavola , quinci discenda verticalmente stirala da pesi che si 
sospendono alla sua estremità. Facendo che questi pesi crescano 
gradatamente, osserviamo il massimo peso F che si può applicare 
alla estremità della fune, senza che si produca nel corpo movimen- 
to di sorta: sarà F la misura dell'attrito; e chiamando P il peso del 
corpo o la pressione che si esercita normalmente contro la tavola, 
e p il rapporto costante (191. legge 2.*) fra l'attrito e la pressione, 
avremo la formola 

F = »*P. 

Conosciuti i pesi F e P, si verrà a conoscere eziandio la quantità 
P ; la quale è detta il coefficiente di attrito, rappresenta lo slesso 
attrito per rispetto all'unità di pressione, e varia solamente colla di- 
versa qualità delle superficie in contatto. È ancora da notare che 
nell' esperimento indicatola forza F non giunge al suo massimo 
valore, se il contatto tra il corpo e la superfìcie piana non abbia 
già durato per un certo tempo. 

2.° Un peso P sia posto sopra un piano orizzontale: inclinando 
questo piano a poco a poco all'orizzonte, osserviamo l'angolo d'in- 
clinazione e, sotto il quale il corpo pesante P sta sul punto di di- 
scendere e strisciare lungo il medesimo piano. Saranno Prose, 
Psensle componenti del peso, una perpendicolare al piano inclinalo 
e l'altra parallela: la prima componente rappresenta la pressione 
esercitata contro il piano, la seconda si equilibra esattamente colla 
forza di attrito e ne misura la grandezza. Oude il rapporto fra l'at- 
trito e la pressione si avrà dalla formola 
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P sen £ 

e cosi conosciuto colla osservazione l'angolo e, potrà anche determi- 
narsi il coefficiente dell'attrito: l'angolo e si dice V angolo di attri- 
to, ed è = arc tenga. Esaminiamo ora qualche caso, in cui si ab- 
bia a tener conto dell'attrito. 

193. Attrito nell'equilibrio di un corpo mobile Intor- 
no a un cilindro Anno. Consideriamo un corpo attraversato da 
un cilindro fisso, che ha un diametro quasi uguale a quello della 
apertura AB (tìg. 122.*) praticala nel corpo: sia questo sollecitalo a 
muoversi intorno al cilindro dalle due forze P e Q, che supponiamo 
dirette in uno stesso piano normale all'asse di rotazione; e nella 
sezione falla da questo piano col corpo, sia B il punto di contatto 
del circolo fisso che appartiene al cilindro, e del circolo mobile A,B. 
Indichiamo con c il raggio GB del cilindro, con p il coefficiente, e 
con «l'angolo dell'attrito che si esercita nel punto B secondo la 
tangente TT': per V equilibrio del corpo solido sarà di mestieri che 
la risultante R delle forze P, Q passi pel punto di contatto li, e for- 
mi colla normale BC un angolo % uguale o minore dell'angolo di at- 
trito. Infatti delle due componenti li sena ed Rcosa, nelle quali si 
risolve la forza R giusta la tangente e la normale, la seconda esprim- 
ine la pressione a cui soggiace il cilindro ; dunque nel solido non: 
può stabilirsi l'equilibrio, se la prima componente Rsena no» sia) 
uguale o minore dietl' attrito R cosa tang e, cioè se l'angolo a non sia 
uguale o minore dell'angolo e. 
Consideriamo il caso, in cui l'equilibrio sta per rompersi: avrò 
• =3 e; e però la pressione normale sarà 

D R R 

R cos i 



y/l-Mang'e \/T+y ' 

e la forza di attrito si esprimerà col rapporto . In conse- 

guelfa Botati coni a e b \ perpendicoli condotti dal punto C dell'as- 
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se sulle rispettive direzioni delle forze P e Q, sussisterà (86. 2.°) 
r equazione di equilibrio 

nella quale si deve prendere il segno superiore o inferiore, secon- 
do che il moto sta per nascere dalla parte della forza Q ovvero dal- 
la parte della forza P. 

Se le due forze P e Q fossero parallele, la potenza Q ebe sostie- 
ne il peso P, e che con uu menomo accrescimento lo solleva, si ri- 
caverebbe dalla equazione 

K(P+-0) 



e sarebbe 



Non tenendo conto dell'attrito, troviamo di nuovo la proporzione 
Q: P = a: 6, già avuta direllamente nell'equilibrio delta leva. 

104. Attrito neir equilibrio «Il un corpo sopra un pia- 
no inclinato. Le direzioni del .peso P e della potenza Q s'incon- 
trino nel punto D (fìg. 112.*): sia £ l'angolo fallo dalla potenza colla 
lunghezza del piano inclinalo, o colla retta parallela DA'; e sieno 
pure «l'angolo d'inclinazione, p il coefficiente dell' attrito. Essendo 
l'angolo P positivo o negativo, secondo che la potenza Q è diretta 
al di sopra o al di sotto della linea DA'; le componenti dell' una e 
dell'altra forza perpendicolari al piano inclinato AC, si esprimono 
coi rispettivi prodotti Pcosx, — Qsenfì: perciò la componente to- 
tale e positiva, che nel caso di equilibrio deve agire secondo la nor- 
male DB e spegnersi sul piano resistente, ossia la pressione eserci- 
tata contro il medesimo piano, sarà 

Pcosa— Qsen£; 

e quindi l'attrito che si sviluppa nella direzione del piano quando il 
corpo è sul punlo di muoversi, avrà per valore il prodotto 



< 
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f*(P cosa — Qsenp) . 

Ora la componente totale delle forze secondo la lunghezza del pia- 
no, si esprime colla differenza P sen z — Q cos p, e per avere l'equi- 
librio basta che cotcsta componente riesca uguale alla forza di at- 
trito; dunque nella supposizione che il corpo stia per discendere ov- 
vero per ascendere lungo il piano, varrà 1' equazione 

P sen z — Q cos p — p(P cos z — Q sen p) . 

Il primo membro di questa equazione è positivo o negativo, secondo 
che il corpo sul piano tende a calare in basso, oppure a salile in 
allo; e il suo valore numerico può osserc minore del secondo mem- 
bro, senza che per questo cessi lo stato di equilibrio: ne viene che 
significando la lettera k una frazione compresa tra i limiti + 1 e 
— 1, continuerà il corpo a stare in equilibrio sul piano inclinalo, 
quante volle si abbia 

P sen z — Q cos p = fyfP cos z — Q sen p) , 

ossia 

0 _ P(sen % — cos z) 
U— eosp — À>senp 

Pei due limili o valori estremi k — ^, e k — — 1, poco mancherà 
che il corpo dechini al basso o monti in allo sul piano ; ma pel va- 
lore medio k = 0, essendo nullo l'attrito, nascerà di nuovo la pro- 
porzione Q: P =sen z: coss, che abbiamo avuta altrove per l'equi- 
librio di un corpo pesanle su di un piano pei fellamente levigato. 

195. Possiamo anche investigare la direzione più vantaggiosa per 
la potenza Q, la quale debba equilibrarsi col peso P che sta per ca- 
dere o per salire lungo il piano inclinalo. Sia £ 1' angolo di attrito: 
nel primo caso si deve fare k= 1 ; e però altesa 1' equazione (1) 
del numero precedente, la polenza Q sarà minima, quando la sua 
direzione risponda all' angolo p che rende massimo il deuominatore 

cos s — n sen p . 

Ora le derivate prima e seconda di questo denominatore, rispetto 
alla quantità variabile p , sono 
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■ 

— scn p — ji. cos p , — cos {3 4- fi sen ^ ; 

e di siffatte derivale l'ima collaudare a zero ci dà il valore parti- 
colare 

p = — are tang ^ — — £ , 

e l' altra colla sostituzione di un lai valore diviene 

— cos e — {xsen e , 

e ci si mostra negativa: dunque (LXX) il valore particolare 
p=* — e rende massimo il denominatore mentovato di sopra, e 
per conseguente rende anche minima la potenza Q ; la quale sarà 
perciò diretta al di sotlo della lunghezza del piano o della linea pa- 
rallela DA', e farà colla medesima un angolo uguale all'angolo del- 
l' attrito. 

Nel secondo caso in cui il peso sta per montare lungo il piano, 
si deve porre k= — 1 : per la qual cosa la più piccola potenza Q 
corrisponderà al valore angolare 

p z= are tang p = e , 

pel quale nella equazione di equilibrio diventa massimo il denomi- 
natore 

cos p {* sen p ; 

vale a dire che la direzione più favorevole alla potenza librante è 
posta al di sopra del piano, e fa con esso un angolo uguale all'an- 
golo di attrito. 

Potremmo ora considerare I' attrito nelle altre macchine: ma la- 
sciando ciò alla diligenza e alla iuduslria dei giovani scolari , sti- 
miamo meglio di soggiungere la soluzione di qualche problema in 
cui si abbia a tener conto dell' attrito. 

196. Problema l. Un punto pesante viene collocato sulla pe- 
riferia di un circolo verticale, nel quale l attrito è uguale alla 
pressione: si vuol sapere qual sia la posizione più bassa, dove il 
punto pub stare in equilibrio sopra la circonferenza. 
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Sia p il poso del punto materiale, ed * l'angolo che fa col dia- 
metro vellicale la retta condotta dal centro alla posizione variabile 
del medesimo punto nella periferia circolare. Saranno /)sona, 
p cos a le componenti del peso nella direzione della tangente e del 
raggio: la seconda componente si estingue sulla circonferenza re- 
sistente, e costituisce la pressione normale della curva; la prima 
componente sollecita bensì il punto materiale a muoversi sopra la 
curva, ma non ottiene l'effetto e rimane del tutto elisa, finché la 
sua intensità è minore od uguale alla resistenza che proviene dal- 
1 attrito. Adunque essendo l'attrito proporzionale per ipotesi alla 
pressione che si esercita normalmente sulla circonferenza, la posi- 
zione più bassa del punto in equilibrio dovrà corrispondere all'an- 
golo 7. determinato per l'equazione psen* = p cos * , ovvero 
tang x = l ; e così il raggio che passa per la posizione cercata, 
farà colla verticale un angolo di 45 gradi. 

197. Problema il. Una verga pesante AB (fig. 123.*) si ap- 
poggia con una estremità sopra un piano orizzontale, e coli altra 
sopra un piano verticale: essendo la verga perpendicolare alla co- 
mune intersezione dei due piani, qnal sarà la sua posizione nel ca- 
so che l'equilibrio stia per mancare? 

Sieno a e b le rispettive distanze della estremità inferiore A e 
della estremità superiore B dal centro di gravità E della verga, P 
il peso e 0 l'inclinazione della medesima verga all'orizzonte; R ed 
R' lo pressioni normali della verga sul piano orizzontale e sul piano 
verticale, ovvero le rispettive reazioni dei due piani contro la ver- 
ga; jx e |/ i coeflìcicnli dell'attrito relativi ai medesimi piani oriz- 
zontale e verticale: la questione si riduce tutta alla delei mi nazione 
dell'angolo 0. 

Per scrivere le equazioni di equilibrio, proiettiamo prima tutte le 
forze onde è sollecitata la verga in uno stesso piano, sopra una ret- 
ta orizzontale e sopra un'altra retta verticale; e prendiamo di poi i 
momenti delle medesime forze per rispetto alla estremità inferiore 
A: verranno (83) le tre equazioni 

R'-^R^O, R^-P+f/R'^O, 

Va cos 0 — R'(o b) sen 0 — |/R'(a 4- b) cos 0 = 0 . 
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Eliminando la quantità R dalla prima e dalla seconda equazione, 
troviamo 

e colla sostituzione di questo valore la terza equazione si trasforma 
in un'altra 



acosO — (o + 6) sene— /(a-4-6) cosO— 0 ; 



la quale si riduce ad una espressione più semplice 
o — |a (0-4-6) tang 0 — ^'6= 0 , 
e ci dà in line il valore 



tang 0 = 



a — pub 
K a -+- 6) 



198. Problema in. Z>ue lamine uguali ed omogenee AC, BC 
(lig. 121.*) sono riunite in C per messo di una cerniera senza at- 
trito; e colle estremità inferiori A , B ti appoggiano su di un pia- 
no orizzontale : osservando noi il massimo valore p, di cui è ca- 
pace /' angolo ACB senza detrimento dell equilibrio, vogliamo co- 
noscere il coefficiente dell'attrito, che si sviluppa tra il piano e le 
due estremità delle lamine. 

Sia fi il coefficiente che si cerca, a la lunghezza, e P il peso del- 
l'una 0 dell'altra lamina: rappresentiamo con R la pressione nor- 
male sul piano orizzontale, ovvero la reazione di questo piano con- 
tro le lamine in A e B; e chiamiamo R' la reazione scambievole 
delle medesime lamine nel vertice C, la quale reazione è chiaro 
che si esercita orizzontalmente, essendo uguale la decimazione del- 
le lamine di qua e di là dalla retta verticale CD. 

Ciò posto, ciascuna delle due lamine deve equilibrarsi da se, 
mediante quelle forze che agiscono sopra di essa: dunque se noi 
considerando solo le forze che sollecitano la lamina AC , ne faccia- 
mo le proiezioni sopra una retta orizzontale e sopra una retta ver- 
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tirale, c ne prendiamo quindi i momenti per rispetto alla estremità 
inferiore A, avremo (83) lo tre equazioni di equilibrio 

R'- P R = 0, R_p = o, 

1 1 1 

R'a eoa y P — g Pasen ^ t s = 0 . 

Le prime equazioni ci dànno R' — f*P , e però l'ultima equazione 
diviene 

1.11 

donde s' inferisce immediatamente il valore domandato 

CAPO XI. 

TEORIA DELLE COPPIE. 

199. Vogliamo terminare la Statica, coli' esporre in due capi di- 
stinti la teoria delle coppie e delie velocità virtuali ; che sono due 
altri principii, i quali ci conducono alle stesse conseguenze intorno 
' alle condizioni di equilibrio, che abbiamo già dedotte dal principio 
della composizione delle semplici forze. 

Quanto alla prima teoria, dicesi coppia un sistema di due forze 
parallele, uguali e contrarie, le quali agiscano alle estremità di una 
linea retta. Già sappiamo (47) che una coppia non ammette una ri- 
sultante unica, e che non si può quindi ridurre all'equilibrio con una 
sola forza: si può peraltro una coppia equilibrare con due forze in 
un'infinità di modi, ed anche trasformare in altre coppie che pro- 
ducano lo stesso effetto o moto di rotazione nel corpo, a cui sono 
applicate. Seguendo le orme del sig. Poinsot, noi in questo capo 
esporremo prima le leggi della trasformazione e composizione delle 
coppie, e di poi accenneremo l'uso che delle medesime coppie può 
farsi nella Statica. 
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200. Si chiama braccio di leva di una data coppia la retta per- 
pendicolare, compresa tra le direzioni delle due forze di cui essa è 
composta: le forze ili una coppia possono sempre supporsi appli- 
cate alle estremità del proprio braccio di leva ; e il prodotto del 
valor comune di quelle forze per la lunghezza di questo braccio, è 
ciò che si appella momento della coppia. In ultimo Fosse di una 
coppia è quella retta, la quale dal punto medio del braccio corri- 
spondente di leva s' innalza a pei [Maidicolo sul piano, dove agiscono 
* le due forze parallele, uguali ed opposte. 

In ogni coppia non som» a considerarsi che tre elementi, la po- 
sizione del piano in cui essa giace, il momento dal quale è misurata 
l'intensità della sua azione, e il verso in cui tende a fai -girare il 
suo piano o il braccio di leva : ora questi elementi possono tulli 
rappresentarsi coll'asse stesso dtlla coppia. Imperocché l asse di 
una coppia essendo perpendieolare al piano dove essa agisce, è 
chiari» t he la posizione dell'uno ci farà conoscere quella dell'altro ; 
e cosi invece di determinare nello spazio la posizione del piano di 
una data coppia, basterà che si determini la posizione del suo asse: 
di più se a questo asse noi diamo una lunghe/za proporzionale al mo- 
mento della coppia, è pur evidente che l'asse con siffatta lunghezza 
rappresenterà la maggiore o minore azione della coppia, azione che, 
come vedremo poco appresso, è misurata in intensità dal rispettivo 
momento. In fine il verso della rotazione che una coppia tende a pro- 
durre nel suo piano o braccio di leva, potrà distinguersi per mezzo 
dell'asse nel modo seguente: si supponga che il punto di mezzo del 
braccio di leva sia fisso, • che l'asse partendo da quoto punto sia 
diretto verso tal parte che un osservatore, posto alla sua estremità, 
colla faccia rivolta alla coppia, vegga sempre rotare intorno a sè da 
sinistra a destra nella parte superiore il piano della medesima cop- 
pia o il braccio di leva ; di colai modo è manifesto che il verso, 
nel quale una coppia agisce e tende a produrre il molo di rotazio- 
ne, sarà complelamenlc definito e si potrà rappresentare colla di- 
rezione del suo asse. Premesse queste nozioni, passiamo a stabilire 
i teoremi relativi alle coppie. 
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201 . Traduzione e trasformazione delle eoppte. Una 

coppia mendo applicata a un sistema rigido, senza che si alteri 
punto la sua azione, può essere trasferita dovunque nel suo piano 
o in un piano parallelo, purché l'asse sia sempre diretto dalla 
stessa parte e il braccio di leva sia connesso invariabilmente col 
sistema. 

Dobbiamo distinguere due casi; l'uno è quando la coppia si tra- 
sporta parallelamente a sè slessa, e Tallio è quando la coppia si 
gira e si volta comunque nella nuova posizione o nel nuovo piano. 
i\el primo caso rimanendo parallelo a sè stesso il braccio di leva 
AB (tìg. 1 23. a ) della coppia (l\ — P), tiriamo ovunque una retta 
CD uguale e parallela alla ietta AB ; e nei punti C, D applichiamo 
le forze P" e — P\ P' e — P", uguali e parallele alla forza P : 
coll'applicazionc di queste nuove forze che si distruggono scambie- 
volmente a due a due, è chiaro che non veniamo in nulla ad alte- 
rare lo stato precedente del sistema rigido, al quale appai tiene la 
retta CD; e che 1' effetto di tulle insieme le forze è lo slesso che 
l'effetto prodotto nel sistema dalla sola coppia (P, — P). Ora com- 
piuto il parallelogrammo ABDC, e condotte le diagonali AD, BC 
che si tagliano a vicenda nel loro punto di mezzo E, le due forzo 
P e P', applicate ai punti A e D, si compongono (43 j in una sola 
2P parallela alle loro direzioni ed applicala nel punto E ; parimenti 
le altre due forze uguali — P e — P', applicale ai punti B e C, si 
compongono ed hanno per risultante in E la forza unica — 2P, la 
la quale distrugge la risultante opposta 2P delle prime due forze : 
dunque delle sei forze del sistema non restano che le due forze P" 
e — P", ossia la coppia (P'\ — P") che deve avere un'azione equi- 
valente a quella della coppia primitiva (P, — P.). Ma la coppia 
(l v \ — P") non è altro, se non la slessa coppia (P, — P) traspor- 
tala parallelamente a sò medesima dal braccio di leva AB al brac- 
cio CD; dunque in un sistema rigido una coppia, senza verun can- 
giamento del suo effetto, può essere trasferita dovunque nel suo 
piano o io un piano parallelo, quando le direzioni delle due forze e 
del braccio di leva si mantengono rispettivamente parallele alle di- 
rezioni primitive. 
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202. Ma l'azione e l'effetto di una coppia (P, — P) su di iin si- 
stema rigido non si cangia e rimane lo stesso anche nel secondo 
caso, quando cioè la coppia trasportata si rivolga comunque nella 
nuova posizione o nel nuovo piano, e il secondo braccio di leva CD 
non si conservi parallelo al braccio primitivo AB. Infatti stando a 
quello che si è dimostrato nel primo caso, noi possiamo trasportare 
parallelamente alla direzione delle forze la coppia (P, — P), in mo- 
do che il suo braccio di leva AB (fig. 126.') e la retta uguale CD 
si taglino nel punto di mezzo 0 : ciò eseguito, applichiamo normal- 
mente al nuovo braccio CD nel punto C le due forze P' e P", con- 
trarie tra loro ed uguali a P ; e nel punto D le due forze — P' e 
— P", opposte pure tra loro ed uguali alla forza P. Abbiamo cosi 
un sistema di sei forze, la cui azione in un corpo solido equivale 
manifestamente all' azione della coppia proposta (P, — P) : ma 
quel sistema di sei forze si riduce alla coppia (P", — P") ; la 
quale non è altro che la stessa coppia (P, — P), trasferita prima 
in direzioni parallele e girata dipoi intorno al punto medio del suo 
braccio di leva : dunque una coppia , senza variazione nel suo 
effetto, non solo può trasportarsi parallelamente a se stessa nel suo 
piano o in un piano parallelo, ma può anche rivolgersi comunque 
nel piano in cui si trova. 

Resta a dimostrare la proposizione minore. Sieno M ed N i 
punti dove s' incontrano le direzioni delle forze P e P' da una par- 
te, e quelle delle due forze — P e — P' dall'altra : essendo uguali 
tra loro i triangoli rettangoli AMO e CMO, BNO e DNO; le rette 
OM ed ON avranno una stessa direzione, e sarà MON la bisettrice 
degli angoli in M ed N. Quindi poiché la risultante di due forze 
uguali si dirige secondo la bisettrice del loro angolo, ne viene che 
la risultante R delle due forze P e P', le quali si possono supporre 
applicate nel punto M, riesce uguale e direttamente contraria alla 
risultante — R delle altre forze — P e — P' applicata in N ; e così 
disti uggendosi queste due risultanti, le sei forze dette di sopra si 
riducono a due sole, cioè alla coppia (P", — P") col braccio di 
leva CD. 
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203. In un sistema rigido a una data coppia si puh sempre so- 
stituire un altra coppia, che agisca nel medesimo verso ed abbia 
un momento uguale. 

Sia una coppia (P, — P) col braccio di leva AB (fig. 127.*). Al- 
lunghiamo AB di un;i quantità qualunque BC ; e sopra la lunghez- 
za BC, come braccio di leva, applichiamo due coppie (Q, — Q), 
(Q\ — Q')» uguali Ira loro e contrarie, di guisa però che si abbia 
Q.BC = P.AB: le coppie aggiunte non inducono nel sistema can- 
giamento di sorta, e ci servono a dimostrare la proposizione enun- 
ciata. Le due forze P e Q', parallele e cospiranti in una medesima 
parte, hanno una risultante P -t- Q' che in virtù della uguaglianza 
posta per costruzione, passerà (43) pel punto B; e in questo mede- 
simo punto le due forze — P e — (V ci dànno una risultante 
— (P H- Q'), uguale ed opposta alla prima: distruggendosi a vicen- 
da queste due risultanti, delle sei forze equivalenti all'azione della 
coppia primitiva non resta che la coppia (Q, — Q), la quale agi- 
sce nello stesso verso ed ha un momento Q.BC uguale al momen- 
to P.AB della coppia data rP, — P). 

Questa dimostrazione suppone che il piano delle coppie rimanga 
il medesimo : ma come in un sistema rigido una coppia senza alcu- 
na alterazione si può trapsortai e da un piano a un altro parallelo ; 
così è vero generalmente che a una coppia equivale e può sostituir- 
si dovunque un'altra coppia, le quale operi nello slesso verso ed 
abbia un asse parallelo e un momento uguale a quello della coppia 
primitiva. Se le coppie di uno stesso momento sono equivalenti o 
possono trasformarsi 1' una nell'altra, vede ognuno che l'azione 
di una coppia sarà proporzionale al suo momento e potrà con que- 
sto misurarsi : quando il momento di una coppia si riduce a zero, 
allora si annulla o la forza o il braccio di leva; nell'uno e nell'altro 
caso svanirà l'azione della coppia, e vi sarà equilibrio. 

204. Composizione delle coppie. Le coppie situate in uno 
stesso piano o in piani paralleli, si compongono in una sola cop- 
pia che ha per momento la somma algebrica de' momenti delle 
coppie componenti. 

Voi. /. 27 
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Sieno (P, — P), (F, - P ; ), (P", - P"), ... un numero qua- 
1 ii M <j m.' di coppie cogli assi paralleli ; ed <r, a', a",... sieno i loro 
bracci di leva: si trasportino tulle in un piano parallelo a queNi in 
coi esse si trovano situate, o si trasformino quivi in altro coppie 

(0, - Q), (0', - Q'), «T. - Q"), • • • 

collo stesso braccio b; sicché si abbiano tra i momenti le ugua- 
glianze 

Qb = Pa, Q'6 = P'a\ Q"b = P"a" 

Ora è evidente che le forze applicate a ciascuna estremità del brac- 
cio 6, equivalgono alla somma algebrica 

Q -hQ'-hQ" -+-...: 
di tal modo le coppie date restano composte in una sola coppia 

[(Q -+- Q' -h QT .0. — (Q-t-C-t- Q" + ..)], 

la quale avrà per suo momento l'espressione 

(0+Q'+(l"+...)MM-(l'W!"M-. . ^Pa+PW+PV'-K . • , 

cioè la somma algebrica dei momenti delle coppie componenti. 

Le azioni delle coppie e i loro momenti sono positivi o negati- 
vi, secondo che le medesime coppie tendono a far girare il loro 
piano in un verso determinato o nel verso opposto; e poiché le 
dette azioni o momenti si possono rappresentare in grandezza e in 
direzione (200) cogli assi rispettivi, il teorema dimostrato potrà an- 
che esprimersi in questo modo : le coppie con assi paralleli si com- 
pongono, come le forze parallele, in una sola coppia che- ha per 
asse la somma algebrica degli assi componenti. E poi manifesto 
che come possiamo comporre più coppie in una sola, così potremo 
ancora risolvere in un'infinità di modi una data coppia in un nume- 
ro qualunque di altro coppie, le quali sieno situate nello stesso pia- 
no o in piani paralleli*: a questo tino basterà che nel prendere ad 
arbitrio i momenti delle coppie componenti, si eccettui il momento 
di una sola coppia che deve essere determinalo. 
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205. Passiamo adesso a considerare le coppie che si trovano si- 
tuate in piani comunque inclinati tra loro. Sieno HK ed H'K' i piani 
di due coppie, le quali si possono ridurre alle equivalenti (P, — P) 
e (Q, — 0) c °l braccio comune AA' (fig. 128.*), preso nella inter- 
sezione dei piani. Le due forze P e Q, rappresentate colle rette AB 
ed AC, si compongono in uua sola R = AD; e le altre due forze 
— p e — Q, rappresentate colle rette A'B' ed A'C, si compongono 
pure in una forza — R = A'D' che è uguale, parallela e contraria 
alla prima risultante: dunque le due coppie proposte equivalgono 
allunica coppia (R, — R) con uno slesso braccio AA'. Ora i mo- 
menti delle due coppie componenti e della coppia risultante espri- 
mendosi coi rispettivi prodotti 

P.AA' , Q.AA' , R.AA' , 

stanno tra loro come le forze P, Q, R, e possono rappresentarsi ri- 
spettivamente coi due lati AB ed AC, e colla diagonale AD del pa- 
rallelogrammo ABDC; d'altra parte se questo parallelogrammo si 

girare intorno ad AA' dalla sinistra alla destra per un angolo 
retto, è manifesto che i lati AB ed AC e la diagonale AD divengo- 
no perpendicolari ai rispettivi piani delle tre coppie e ne rappre- 
sentano gli assi : dunque due coppie, situate in diversi piani, si 
compongono m una sala coppia , che in grandezza e direzione 
ha per asse la diagonale del parallelogrammo costruito sopra gli 
assi delle coppie componenti. 

£06. Si vede quindi che le coppie, rappresentate dai loro assi, si 
compongono a quel modo che si fa delle semplici forze; cioè trasfe- 
riti che sieno gli assi parallelamente a sé stessi nello spazio o con- 
dotti ad avere un'origine comune, si compongono tra loro come se 
in intensità e in direzione rappresentassero altrettante forze: la ri- 
sultante di queste forze determinerà completamente la coppia, che 
risulta da tutte le coppie date. Così tre coppie, situale in tre piani 
differenti, si comporranno in una coppia risultante, la quale avrà 
per asse la diagonale del parallelepipedo costruito sopra i momen- 
ti lineari o gli assi delle coppie componenti; e generalmente la ret- 
ta che chiude un poligono, il quale abbia gli altri lati uguali e pa- 
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ralleli agli assi di un numero qualunque di coppie, esprimerà in 
grandezza e direzione la coppia o l asse risultante : tra la coppia ri- 
sultante e le coppie componenti, per mezzo de'loroassi, si avranno 
pure quelle relazioni analitiche, che nel primo capo abbiamo stabi- 
lito per il parallelogrammo, per il paralleli pi pedo e per il poligo- 
no delle forze. 

Le coppie si equilibrano ancora alla stessa guisa delle forze, e 
colle medesime condizioni. Se le coppie si trovano tutte in un piano 
o in piani paralleli, la condizione necessaria e sufficiente al loro e- 
quilibrio, sarà questa che si annulli l'asse risultante, o la somma al- 
gebrica degli assi componenti; se poi gli assi delle coppie sono in- 
clinati gli uni agli altri, allora per l'equilibrio farà di mestieri che 
si annullino separatamente le somme algebriche delle proiezioni 
de' medesimi assi sopra tre rette, le quali non costituiscano nello 
spazio uno stesso piano. 

207. Vfto fidi» teoria delle coppie nell'equilibrio del 
•fatemi rigidi. Vediamo ora come dalla teoria delle coppie si pos- 
sano dedurre le condizioni di equilibrio per un sistema libero e di 
forma invariabile: cominciamo dal ridurre le forze a questo appli- 
cate a una sola forza e a una coppia. 

Sia P una forza del sistema rigido, ed A il suo punto di applica- 
zione : introduciamo nel medesimo sistema due nuove forze, uguali 
c parallele alla forza P, e contrarie tra loro ; ed applichiamole in 
un punto B invariabilmente connesso col punlo A. Distruggendosi 
a vicenda le due forze aggiunte, è chiaro che non verrà in null i 
a cangiarsi lo stato del sistema; e però alla forza P applicala nel 
punto A equivalgono le tre forze, P (he agisce nel detto punto A. 
P e — P le quali agiscono nel punlo B : ora la seconda di queste 
tre forze non è chela forza Pdel sistema, trasportata parallelamen- 
te a se stessa dal punto A in un punlo qualunque B; la prima e la 
terza forza formano poi una coppia (P, — P), la quale ha per mo- 
mento il prodotto della forza che si trasporta, per la distanza del 
punto B dalla sua direzione primitiva: dunque in un sistema rigido 
una forza può essere trasferita parallelamente a sè stessa dal suo 
punlo di applicazione a un altro punlo qualunque, purché si aggiun- 
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ga una coppia avente per momento il prodotto della medesima for- 
za pel cammino pereorso dalla sua direzioue nell'andare da una po- 
sizione all'altra. 

Ciò posto, consideriamo le forze P, P\ P",... applicale a diversi 
punti di un sistema rigido. Ciascuna di queste forze.può trasportar- 
si parallelamente a sè stessa dal suo punto di applicazione in un me- 
desimo punto 0 del sistema, purché si aggiunga sempre la coppia 
che nasce dalla traslazione della forza : dunque le forze tutte del si- 
stema equivalgono alle forze I\ F, P",... applicate nel punjo 0, e 
a un pari numero di coppie (P, — P), (P',- P'j, (PV- P"),... po- 
ste generalmente in diversi piani. Ora le forze applicale nel punto 
0 si compongono in una sola forza R, le coppie originale dalla tra- 
slazione delle forze si possono pure comporre (206) in una sola cop- 
pia (S, — S;: dunque tutte le forze che agiscono su di un sistema 
rigido, possono sempre ridursi ad una sola forza, applicata in un 
punto arbitrario e risultante dalle forze trasferite parallelamente 
in questo punto, e ad una coppia che varia in momento e posizio- 
ne insieme col punto, a cui si applica la detta forza risultante. 

Ridotte in questo modo tutte le forze di un sistema rigido, ecco 
come possiamo trovare le condizioni dell'equilibrio. Una coppia non 
può essere distrutta nè messa in equilibrio da una semplice forza; 
dunque perchè in un sistema rigido e libero sussista l'equilibrio tra 
le forze applicate, sarà di mestieri che si annullino ciascuna da sè 
la forza e la coppia di riduzione: con altre parole affinchè un nume- 
ro qualunque di forze si facciano equilibrio in un sistema rigido e 
libero, si richiede \.' che le medesime forze, trasportate parallela- 
mente a sè stesse in un punto qualsiasi, si equilibrino quivi tra lo- 
ro ; 2.° che si equilibrino pur tra loro tutte le coppie, le quali ri- 
sultano dalla traslazione delle forze dai respettivi punti di appli- 
cazione a un punto comune. L'una e l'altra di queste condizioni si 
esprime con tre equazioni, che noi adesso dobbiamo stabilire, stan- 
do sempre alla teoria delle coppie. 

208. Sieno P, P', P",... le forze applicate a diversi punti di un 
sistema rigido e libero: consideriamo in particolare una sola di que- 
ste forze, p. es. la forza P applicala al punto M (fig. 129.»); e po- 
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niamo che sieno positive sì le componenti X, Y, Z parallele a Ire 
assi rettangolari, e sì le coordinale 

x = AM, y = OB = CA, i = OC => BA 

del punto di applicazione. Senza che si alteri lo slato del sistema, 
nella origine 0 e nel punto C possiamo aggiugnerc due, forze ugua- 
li e parallele alla componente X, ma contrarie tra loro : con questo 
invece della sola forza X applicata in M e trasferita in A, avremo 
cinque forze equivalenti ; cioè una coppia (X, — X) di braccio CA, 
la quafe si può trasportare parallelamente a sè stessa nel pi ino 
XOY, e si rappresenta col momento Xj/ ; una seconda coppia 
(X, — X) di braccio OC, la quale è situata nel piano XOZ, e si es- 
prime col momento Xz; cuna forza semplice X, la quale adisce 
secondo l'asse OX nel punloO. Quanto ai segni dei sopraddetti mo- 
menti, noi riguarderemo come positivi i momenti di quelle coppie, 
che hanno il loro asse dalla stessa pai te che 1' asse positivo delle 
coordinate e perpendicolare al loro piano ; e per contrario riguar- 
deremo come negativi i momenti delle coppie, i cui assi sono diret- 
ti dalla parte opposta : così tra i momenti delle due coppie conside- 
rate di sopra, è negativo il primo — X»/, ed è positivo il secondo 
-4- Xs; e quando si cangiasse il segno della forza componente o di 
una coordinala, muterebbesi ancora il verso della coppia e il mo- 
mento di questa prenderebbe da sè slesso il segno conveniente. 

Come la componente X equivale a una forza uguale e parallela 
che agisce nella origine 0, e a due coppie situate nei due piani 
coordinati che sono paralleli alla medesima X; cosile altre due 
componenti Y e Z ci daranno parimente ciascuna una forza uguale 
e parallela nel punto 0, e due coppie nei due piani coordinali a cui 
sono esse parallele: i momenti che rappresentano le coppie rispel- 
to ad Y e Z, si deducono con regolare cangiamento di lettere dai 
momenti delle coppie relative alla forza X; di tal guisa si avranno 

per la componente nei piani le coppie o momeuti 



X 
Y 
Z 



XOY , XOZ 
YOZ , YOX 
ZOX , ZOY 



— Xy , -h X* 

— Yz , Yx 

— Za? , -H ly. 
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Riunendo adesso le coppie, che agiscono in un medesimo piano e si 
compongono (204) in sola coppia uguale alla loro somma algebri- 
ca ; invece della forza P, avremo le tre sue componenti X, Y, Z ap- 
plicale al punlo 0 e dirette secondo gli assi, ed avremo di più le 
tre coppie che sono rappresentate dai momenti 

Zy-Yz, Xz-Zs, Ys-Xy, 

e si trovano rispettivamente nei piani coordinali ZY, XZ, YX. So- 
miglianti a queste sono le forze eomponcnti e te coppie, nelle qua- 
li si risolve ciascuna delle altre forze P\ P",... ; sicché tutte le for- 
ze del sistema saranno in fine ridotte alle tre forze 

2(X) , 2(1) . v (Z) 

nella direzione degli assi coordinati, e alle tre coppie espresse coi 
momenti 

Z(ly - Yx) , S(Xa - U) , l(\'x - Xy) 

e situale nei tre piani di que' medesimi assi. 

Ora per l'equilibrio (207) dovendo annullarsi sì la risultante del- 
le tre forze di riduzione che è pure la risultante di tulle le forze del 
sistema trasferite parallelamente nella origine 0, e sì ancora la ri- 
sultante delle tre coppie poste nei piani coordinali ; sarà di mestie- 
ri che svaniscano separatamente e quelle tre forze componenti e 
queste Ire coppie parziali : dunque nell" equilibrio di un sistema li- 
bero e di forma invariabile, avranno luogo le sei equazioni 

v(X)-0, 2(Y) = 0, Z(Z) = 0, 

^(Zt, - Yz) = 0, i(Xz-Zx) = e, ì(\x-Xy) = 0; 

e queste sono le equazioni già trovale per mezzo di un altro princi- 
pio ed interpretate nel numero (85), dove abbiamo conchiuso che 
per /' equilibrio di un sistema rigido e interamente libero, il quale 
venga sollecitato da un numero qualsiasi di forze comunque dirette 
nello spazio, è necessario e sufficiente che si riducano a zero sepa- 
ratamente sì le somme algebriche delle proiezioni di tutte le forze 
sopra tre assi rettangolari, e sì ancora le somme algebriche dei 
momenti di tutte le forze rispetto ai medesimi assi. 
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209. Dalle sci equazioni generali dell'equilibrio, che ora abbiamo 
trovale di nuovo mediante la teoria delle coppie per un sistema ri- 
gido e libero, si deducono le condizioni necessarie e sufficienti al- 
l'equilibrio di un sistema rigido e non interamente libero, come si 
è già indicalo nel numero (86), a cui rimandiamo senz'altro i gio- 
vani studenti ; ma dulie medesime equazioni possiamo ancora con 
un metodo inverso risalire a quelle slesse conclusioni, che nei nu- 
meri (81, 83, e 65) abbiamo Stabilite direttamente rispetto all'equi- 
librio di un sistema di forze o parallele, o dirette comunque in ud 
piano, o applicate nello spazio a un solo punto maleiiule. 

Imperocché 1.° se le forze P, P', P",..., applicale a diversi punti 
di un sistema rigido e interamente libero, sono tulle parallele per es. 
all'asse OZ(lig. 129.'), le componenti X ed Y di ciascuna forza sa- 
ranno nulle, e la componente Z sarà uguale alla stessa forza corri- 
spondente P: per la qual cosa tra le sci equazioni generali dell'e- 
quilibrio, Dolale sulla fine del numero precedente, la prima e la se- 
conda e La sesta si ridurranno ciascuna a una semplice identità ; le 
al Ire Ire poi diverranno 

e sole si dovranno verificare per l'equilibrio del sistema. Donde si 
conchiude, come nel num. (81), che per l'equilibrio di un numero 
qualunque di forze parallele, applicate a un sistema di punti inva- 
riabilmente connessi tra loro e liberi nello spazio, è necessario e 
sufficiente che si annulli la somma algebrica di tutte le forze, e 
che si annullino di piò le somme algebriche dei loro momenti ri- 
spetto a due piani paralleli alla direzione delle medesime forze. 

2.' Se poi le forze P, P', P",... si trovano tulle in un medesimo 
piano, per es. nel piano XOY,ed agiscono nel sislema rigido e libero 
sui rispettivi punti di applicazione in qualunque direzione ; allora 
per ciascuna forza sarà nulla sì la componente Z, e si ancora la co- 
ordinata z del punto a cui la forza è applicala: onde le sei equazioni 
del numero precedente anche in questo caso si ridurranno a tre so- 
le, cioè 

2(X)=0, Z(Y) = 0. Z(Y*-Xy) = 0, 
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▼criticandosi le altre tre di per sè slessc. Dal che si raccoglie, co- 
me è stalo già dichiarato nel num. (83), che per l'equilibrio di un 
sistema di forze situate in un medesimo piano, basta che sieno 
nulle separatamente le somme algebriche delle proiezioni di tutte 
le forze sopra due assi qualunque rettangolari, condotti nel loro 
piano, e che inoltre sia nulla la somma algebrica dei momenti di 
tutte le forze rispetto a un punto qualsiasi del piano. 

3.° In fine se le forze I\ P\ P" t ... sieno tutte applicate a un 
punto materiale ; allora le coordinale x , y , z essendo- le medesime 
per lutti i punti di applicazione, potranno mettersi fuori dei segni 
1 nello tre ullime equazioni del numero precedente : cosi queste 
equazioni non saranno che le conseguenze necessarie delle prime 
tre equazioni 

1(\)=0, Z(Y) = 0, v (Z) _ 0; 

le quali basterà perciò che sieno soddisfalle, affinchè le forze ri- 
mangano in equilibrio intorno al puulo di applicazione. Si conchiu- 
de quindi, come nel numero (65), che la condizione necessaria e 
sufficiente all'equilibrio di un punto materiale, libero e sollecitalo 
. da più forze, consiste in questo che siano separatamente uguali a 
zero le somme algebriche delle proiezioni di tutte le forze sopra 
tre assi rettangolari. 

Rispetto alle condizioni dell'equilibrio in questi sistemi particola- 
ri di forze, si possono rivedere le osservazioni già fatte nei luoghi 
e numeri citati: ora colla teoria delle coppie diamo la soluzione dei 
problemi che seguono. 

210. Problema I. Stando una porta in equilibrio su due car- 
dini, trovare le forze dalle quali sono sospinti i medesimi cardini 
e la loro linea. 

Questo problem i si è già risoluto in un caso particolare nel nu- 
mero (42) col principio della composizione delle forze semplici: 
adesso lo possiamo risolvere più facilmente in due ipotesi diverse 
colla teorìa delle coppie, che si devono riguardare come forze com- 
plesse. Pertanto Ja linea dei cardini C e C può essere verticale o 
inclinala all'orizzonte. 
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Supponiamo 1.* che la linea CC' = c sia verticale, e posU alla 
disianza 3 ddl centro di gravità della porta: al pesoiP di questa pas- 
siamo sostituire (207) la slessa forza P trasportata sulla linea dei 
cardini, e la coppia PS che nasce dal trasporto del peso; di pià 
questa coppia possiamo prima farla girare (202) nel suo piano fin- 
ché il braccio 3 di orizzontale divenga verticale, e trasformar)* 
poi (203) in un'altra coppia parallela Xc col braccio di leva = e. 
Ciò fallo, vede ognuno che la linea dei cardini è spinta in giù da 
tulio il peso P della porla ; e che essendo Xc = Vi , ciascuno dei 

cardini è sospinto orizzontalmente dalla forza X = P- , cioè il car- 
dine supcriore è trailo in fuori dalla forza X delia coppia (X, — X), 
e il cardine inferiore è spinto in dentro dall'altra forza — X. 

Supponiamo 2.° che la linea c faccia un angolo * colla retta ver- 
ticale, e che i due cardini C e C sieno posti alle rispettive distanze 
5 , 8' dalla direzione del peso P applicato nel centro di gravità della 
porla (fig. 130. a ). Si trasporti parallelamente a sè stessa la forza P 
dal t'entro G al cardine C; nascerà una coppia PS, la quale può es- 
sere girala nel suo piano e trasformata in un' altra Qc sul braccio 
di leva CC: di tal modo si avranno nel punlo C la forza P inclinala 

e la forza Q = P - perpendicolare alla linea de' cardini, e nel pun- 
• c 

to C si avrà la sola forza — Q = — P- che agisce normalmente 

alla slessa linea CC r . Ora se nel punto C noi decomponiamo la forza 
P in due altre P cos z, Psen *, dirette l una secondo la linea CC e 
l'altra secondo una linea perpendicolare alla prima; si fa manifesto 
che la componente P cos i è la sola forza che spinge in giù secondo 
la sua direzione la linea de' cardini, e che la componente P sen x si 
aggiunge alla forza Q per tirare infuori il cardine C, come la forza 
— Q sospinge in dentro il cardine C : e poiché nel triangolo ÀCC 
rettangolo in A, essendo il cateto AC = 3' — 5, abbiamo i valori 



sen* = , cosa = \/l— r 

c v \ c 
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perniò la linea dei due cardini sarà sospinta secondo la propria di- 
rezione da una forza 

Y = PC0S«=Py/ , 

il cardine superiore sarà trailo in fuori colla forza 

X=Q-f-Psena = P~-t-P^^ = P* , 
v c e e 

e il cardine inferiore sarà sospinto in dentro colla lorza 

c 

211. Problema il. La lunghezza di una trave AB ( fig. 78.* ) 
è uguale ad a, il suo peso è P, e il centro di gravità si trova nel 
punto G alla disianza b dal punto estremo B: con questa estremità 
si appoggia la trave sopra il piano verticale BC, e nell'altra estre- 
mità è tenuta da un ostacolo ed è impedita dallo scorrere lungo il 
piano orizzontale CA, su cui anche posa nel punto A. Si vuol de- 
terminare la pressione verticale sul punto di appoggio A, e la spin- 
ta orizzontale che riceve cosi questo punto come ancora il punto B. 

Quanto alla pressione verticale sul fulcro A, apparisco immanti- 
nente che ossa equivale a lullo il poso della trave; giacché chia- 
malo p l'angolo che questa fa col piano vellicalo BC, al poso P ap- 
plicato nel centro G, possiamo sostituire lo stesso peso nel punto A, 
e una coppia che ha por braccio la retta orizzontale GG' e per espres- 
sione il momento V(a — b) sen p. 

Quanto alla spinta orizzontale contro i punti A e B, si faccia pri- 
ma girare la dotta coppia nel suo piano, fino a che le due forze di- 
vengano orizzontali; e si trasformi poi la medesima coppia in un'al- 
tra parallela X.BC, ossia Xa cos p : saranno X e — X le forze, dalle 
quali vengono spinti orizzontalmente in direzioni opposte i due punti 
A e B; e si avrà 

Xa cosp = ?(a — -b) sen p , X =P SJZ* langp . 
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212. Problema in. Dato un sistema di più forze, applicate in 
qualunque direzione a diversi punii invariabilmente connessi fra 
loro, ridurre il sistema a una forza R e dd una coppia K, il cui 
piano sia perpendicolare alla direzione della medesima forza R; 
e determinare così fosse centrale delle coppie: viceversa ridotte 
tutte le forze del sistema a una forza II e ad una coppia K, situa- 
ta in un piano perpendicolare alla direzione della R, passare a un 
altra riduzione in un punto qualunque del sistema, che sia sepa- 
rato dall' asse centrale per una data distanza p. 

Nella soluzione di questo problema rappresenteremo le coppie coi 
loro assi (200), proporzionali in lunghezza ai momenti onci' è mi- 
surata l'azione delle medesime coppie; e chiameremo centro di ri- 
duzione quel punto arbitrario del sistema, dove trasferite parallela- 
mente a sè slesse le forze date, si riducono tutte (207) a una forza e 
a una coppia risultante: in un sistema di forze così ridotte, dicesi 
asse centrale delle coppie la i ella che passa per tulli que' centri di 
riduzione, nei quali il piano della coppia risultante riesce perpendi- 
colare alla direzione della forza risultante. 

1.° Per» risolvere la prima parte del problema, sia A (figu- 
ra 131.*) un centro qualunque di riduzione di tulle le forze del si- 
* sterna; rappresenti poi la rctla AR la risultante R delle forze tra- 
sportale parallelamente in quel centro, e la retta AG rappresenti 
pure la coppia risultante G: decomposta la coppia AG nelle due 
coppie AK secondo la direzione della forza R, ed AH perpendico- 
lare alla medesima direzione, queste due coppie componenti che 
designeremo rispettivamente colle lettere K ed H, verranno espres- 
se (26. 2.°) dalle forinole 

K^GcosO, H = GscnO, 

dove colla lettera 0 si denota l'angolo formato dalla forza risultante 
R e dall'asse della coppia risultante G. Dopo questa decomposizio- 
ne, dal punto A si conduca una retta AA' perpendicolare al piano 
RAG, e di tale lunghezza che si abbia 

. . , B GsenO 
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posto che la detta perpendicolare sia condotta da quella parte del 
piano, nella quale un osservatore collocato in A' e rivolto verso l'an- 
golo RAG vedrebbe il lato AR alla sua sinistra, è chiaro che il 
trasporto della forza R dal punto A nel punto A\ farà nascere (207) 
nel sistema una coppia AH', o semplicemente H\ contraria ed ugua- 
le alla coppia componente AH, ossia H; giacché atteso il valore no- 
tato della lunghezza AA', si ha H'=— R.AA' = — fi sen 0 — — H. 
Dunque preso il punto A' per centro di riduzione, sarà quivi distrul- 
la la coppia componente H dalla nuova coppia H\ e non rimarran- 
no in azione se non la forza primitiva R e l'altra coppia componente 
K = G cos 0 : ora la coppia K ha l'asse parallelo o diretto giusta 
la forza R, e perciò il suo piano è perpendicolare alla direzione di 
questa forza risultante; dunque nel centro A' tulle le forze del siste- 
ma saranno ridotte, come si domandava nella prima parie del pro- 
blema, a una sola forza R e a una sola coppia K, situata in un pia- 
no perpendicolare alla direzione della medesima R. 

Si vede quindi che, per risolvere il problema proposto, bisogna 
prima ridurre il dato sistema di forze a una sola forza R e ad una 
coppia G in un punto o centro arbitrario A; bisogna poi da questo 
punto innalzare sul piano dell'angolo 0 formato dalle direzioni Re G 

una perpendicolare AA' = ' s ^ n Q : il punto A' per tal guisa detcr- 
minato sarà un centro, dove le forze del sistema saranno tulle ri- 
dotte a una sola forza R, e ad una coppia K = G cos 0 in un piano 
perpendicolare alla direzione della forza medesima. Ora si avverta 
che condotta per il punto A' una retta indefinita A'R, parallela alla 
direzione della forza R, in qualunque punto di questa retta si tras- 
porti dal centro A' la medesima forza risultante, non si produrrà 
mai per un tale trasporto verun' altra coppia nel sistema, e rimar- 
ranno sempre inalterate la forza e la coppia risultante che si hanno 
nel centro M : dunque la retta indefinita A' R contiene tutti i centri 
di riduzione, nei quali il piano della coppia risultante riesce per- 
pendicolare alla direzione della forza risultante; e perciò, secondo la 
definizione che abbiamo premessa, la medesima retta sarà lasse 
centrale delle coppie che sapremo determinare. 
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2.* Venendo adesso alla soluzione dolla seconda parte del proble- 
ma proposto, poniamo che da un centro per es. A', dove tutte le 
forze del sistema sono ridotte a una sola forza R e ad una coppia K v 
situala io un piano perpendicolare alla direzione di R, si debba 
passar»» a un'altra riduzione in un punto qualunque A, distante dal- 
l' asse ceqtrale A'R di una data quantità AA' — p. La forza risul- 
tante R, trasferita parallelamente a sè stessa dal centro A' al centro 
A, dà origine nel sistema (201) a una nuova coppia H, rappresen- 
tata dall' asse AH ed uguale al prodotta Rp; questa coppia poi, ove 
si componga colla coppia primitiva K, trasportata (204) in A e rap- 
presentata dal suo asse AK, produce Tunica coppia risultante AG 
che rappresenteremo colla lettera G: preso dunque per centro di 
riduzione il punto A a una distanza p dull'asse centrale delle cop- 
pie, tutte le forze del sistema equivarranno a una sola forza R e ad 
una coppia G; e indicato con 0 T ngolo che fanno le rette R e G, il 
triangolo rettangolo AKG ci darà tra le coppie componesti H, K, e 
la loro risultante G le relazioni 

H=Rp = Gscn6, K^GcosO, 
G'^Ry-hK' , tang0 = ^ . 

La terza e la quarta di queste formolo, che possono anche dedur- 
si dalla prima e dalla seconda, mediante la somma dei loro quadrati 
e la loro divisione, ci fanno conoscere nel centro A l'intensità della 
coppia risultante e l'inclinazione del suo asse alla direzione AR 
della forza risultante, o anche all' asse centrale A'R. Di più per le 
medesime forinole, terza e quarta, si vede che il valore G della cop- 
pia risultante e l'inclinazione 0 del suo asse alla forza risultante, 
non dipendono che dalla distanza p, essendo costanti le altre quan- 
tità R e K: quando il punto A si prende sull'asse centrale A'R, os- 
sia quando si fa p = 0, la coppia risultante G avrà il minimo valo- 
re K, e l'angolo 0 sarà nullo: quando poi il centro A di riduzione 
esce dall'asse centrale A'R, e se ne allontana indefinitamente, insie- 
me colla distanza p crescerà pure all' infinito il valore della coppia 
risultante G, e l'angolo 6 s'ingrandirà anch'esso ed avrà per limite 



* 
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l' angolo retto : in fine quando nel piano perpendicolare ad A'R e 
tallo intorno al punto A' si prendono diversi .centri A di riduzione, 
situali a una eguale distanza p dall'asse centrale, le coppie corri- 
spondenti G avranno tutte uno stesso valore, e i loro assi saranno 
uguaJmente inclinati alla direzione della forza risultante R, con di- 
sposizione simmetrica intorno all' asse centrale AR. 

CAPO XII. 

PRINCIPIO DELLE VELOCITA VIRTUALI. 

* 

213. Dei due principii di cui nel capo precedente abbiamo detto 
poter noi fare uso nella Statica dei punti materiali e dei corpi, il se- 
condo ò quello delle velocità virtuali : questo principio è stato svol- 
to largamente da Lagrange nella sua Meccanica analitica, e consi- 
ste in una forinola generale, nella quale sono contenute e dalla qua- 
le si posssono dedurre tutte le leggi e le condizioni particolari per 
l' equilibrio di un dato sistema qualunque. Colla trattazione di ud 
tal princìpio vogliamo noi chiudere la prima parte della Meccani- 
ca ; ma prima di stabilire la forinola in cui esso è racchiuso, dob- 
biamo dire che cosa s' intenda per velocità virtuale di un punto» e 
per momento virtuale di una forza. 

214. Immaginiamo un sistema di punti, assoggettati a qualun- 
que condizione e sollecitati da forze di qualsiasi grandezza e dire- 
zione; e supponiamo che mantenendosi la scambievole connessione 
delle porti, tutto il sistema sia trasportato dalla sua posizione attua- 
le a una posizione infinitamente vicina: si chiamano velocità virtua- 
li gli spazii infinitesimi, che nel supposto movimento o trasporto 
del sistema percorrono i diversi suoi punti dall'una all'altra posi- 
zione. Questi, spazii si dicono velocità ; perchè se il rimovimento 
del sistema dal suo luogo si fa eoa moto uniforme, gli spazii de- 
scritti dai singoli punti nel lo stesso tempo infinitesimo e che pos- 
sono sempre considerarsi come linee rette , saranno proporzionali 
alle rispettive velocità dei medesimi punti e ce le potranno quindi 
rappresentare. Inoltre cotesto velocità si dicono virtuali; perchè 
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il rimovimento del sistema dalla sua posizione può bensì accadere 
e si suppone anzi che accada, ma in realtà o non si effettua o non è 
necessario che si effettui: onde le velocità che stiamo considerando, 
quando il sistema si trova allo stato di equilibrio, non sono altro se 
non gli spazii che in un tempo infinitesimo sarebbero percorsi si- 
multaneamente dai diversi punti, se per una cagione proporzionata 
si turbasse l'equilibrio delle forze e si producesse il movimento im- 
maginalo nel sistema; quando poi il sistema si trova alla condizio- 
ne di molo, allora le velocità viituali sono le linee percorse dai sin 
goli punti nell'intervallo infinitesimo di tempo, in cui il medesimo 
sistema dalla sua posizione attuale o passa realmente a una posi- 
zione vicinissima per l'azione delle forze ond'è sollecitalo, ovvero 
s'immagina solo che passi ad un'altra posizione qualunque in viitù 
di quei moli infinitesimi che si concepiscono impressi per altra ca- 
gione nei diversi punti del sistema. 

Sia £ la velocità virtuale di un punta qualunque del sistema, P la 
forza che gli è applicala, e p la proiezione della velocità virtuale 
sulla direzione della forza: chiamato z l'angolo che fanno tra loro 
le direzioni teP, diecsi momento virtuale della forza il prodot- 
to Yp — Pscosa, cioè il prodotto della medesima forza per la velo- 
cità virtuale stimata secondo la direzione di essa. Il momento vir- 
tuale di una forza differisce dai momenti già considerati nel nume- 
ro (53), e il segno algebrico del medesimo dipende dal segno della 
proiezione p: infatti qualunque sia la direzione della forza P, il se- 
gno della quantità Peos a dipende unicamente (34. 1.°) dal segno del 
fattore cosa: per conseguenza il .segno del prodotto Pecos i, ovvero 
Yp, sarà lo stesso che quello della proiezione scosa, ovvero p. 
Questa proiezione si risguanla poi come positiva o come negativa, 
secondo che essa è diretta nella medesima parte della forza P, op- 
pure nella parte opposta ; cioè secondo che la linea i fa colla dire- 
zione della forza P un angolo acuto od un angolo ottuso. 

Poste le quali nozioni . veniamo a dimostrare il principio delle 
velocità virtuali: ne dedurremo quindi una proprietà importante 
dell'equilibrio per un sistema di punti in genere, ed in ispecie per 
un sistema di punti pesanti. 
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Dimostrazione del principio delle velocità virtuali. 

215. Dimostrazione del principio nel raso ili un pun- 
to materiale. Quando il sistema consiste in un solo punto, solle- 
citato da un numero qualunque di forze P, P', P",...; allora ha sem- 
pre luogo la proposizione che segue : se un punto affatto libero si 
trova nello stato di equilibrio e dalla sua posizione attuale si con- 
cepisce trasportato a un altra posizione infinitamente vicina, sarà 
uguale a zero la somma algebrica dei momenti virtuali delle forze 
che lo sollecitano; viceversa se questa somma è uguale a zero per 
qualsiasi movimento virtuale, il punto si troverà allo stato di equi- 
librio. 

Sia e la velocità virtuale o la lineetta, che unisce la posizione del 
punto materiale con una posizione vicinissima in cui s' immagina 
trasferito; e di più sieno *, a', a",... gli angoli formati dulia dire- 
zione e colle direzioni dello forze P, P', P",... applicate al punto: 
stando questo in equilibrio, sarà nulla la risultante di tutte le forze 
e la sua proiezione sopra la retta e; cioè (34. 3.°) si avrà l'equazione 

(1 ) P COS a -h P' COS a' -h P" C0S i" 4- . . . = 0 , 

e conseguentemente anche l'altra equazione 

(2) Pe COS a -+■ P'e COS a' 4" P"e COS a" ... = 0 . 

Ma i prodotti scos a , scos %' , scos %" , ... rappresentano le proie- 
zioni p , p' , p" , ... della velocità virtuale e sopra le diverse dire- 
zioni delle forze, dalle quali è sollecitato il punto materiale; sussi- 
sterà dunque la formola 

(i) Pp+py+py-K.. = o, 

la quale ci mostra che è uguale a zero la somma dei momenti vir- 
tuali di tutte le forze alla cui azione si suppone soggetto il punto 
equilibrato. Viceversa se la formola (t) sussisto per qualunque ve- 
Vol. L 28 
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lucila e che si concepisca comunicata al punto materiale, avranno 
anche luogo le successive equazioni (2) ed (1); ciò vuol dire che 
sarà nulla la proiezione della risultante di tutte le forze P, P\ P",... 
sopra una, lezione agrari* # : la qual cosa non potendo accade- 
re, se non riducasi a niente la stessa forza risultante; ne segue che 
il punto materiale e libero, debba trovarsi nello stato di equilibrio. 

Dall' una e djaH'allra proposi/ione , cioè dalla proposizione diretta, 
0. reciproca, sj Gonchiude che all' equilibri di un punto liberi è ne- 
cessano e sufficiente che per qualsiasi wvimcnlo infinitesimo e wr~* 
twde, si mutili h somma algebrica dei momnli wtuati Mie, for-> 
zc che gli stono applicate. La questa proposizione è riposto U pi in-. 
cjpiu delle velocità \ ir inali, che si esprime colla formoU (i); ^traU 
tandos/i di un, pvAto indamente libero, la proposizione ai manler-* 
rebbe pur vera, se invece della velocità virtuale « si premesse, ima 
quantità finita. 

216. È anche vera la proposizione nel caso di un, puiUo assor- 
ge Ila lo a rimare su di una mi pei li eie o di una curva lì ssa,, purea* 
Ira. le forze applicate al punto si annoveri eziandio la resistenza 
perpendicolare della superfìcie o della curva, cioè una forza X che 
può sostituirsi ali]' azione della medesima superficie o curva, ed & 
di re Ha secondo la normale nelle diverse posizioni del punto: di tal, 
guisa il punto materiale verrà, riguardato, come un punto affatto li- 
bero ; e quindi chiamata n la proiezione della velocità virtuale e so- 
pra la direzione N , per l'equilibrio invece della equazione (») del 
numero precedente, dovrà verificarsi l'equazione 

(t ') P/> -4- py ■+■ xay + . . -4- Nn = 0 

nella ipotesi di un molo qualunque virtuale ed infinitesimo. 

Poltro anche in questo caso, per l'equilibrio del punto materia- 
le, basterà che si adempia l'equazione (i), se il molo infinitesimo eh© 
si attribuisce virtualmente al punto, sia conforme alle sue condizio- 
ni particolari ; cioè se quel moto si concepisca effettuato sopra la 
stessa curva o superfìcie, dove il punto mobile è costretto a rimane- 
re: imperocché nella supposizione di un tal movimento virtuale, K> 
spazio piccolissimo e coincide colla retta o col piano tangente, ed è 
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perpendicolare alla direzione detta forza N ; per la qnal cosa sarà 
nulla la proiezione n, e si avrà Nn = 0. 

217. Quando il punto materiale non è astretto a rimanere, ma è 
solo collocato su di una data superficie; allora i movimenti virtuali, 
conciliabili con questa nuova condizione, possono farsi o nella stes- 
sa superficie, o al di sopra di essa in qualunque direzione inclina- 
ta: ora affinchè il detto punto si mantenga nell'equilibrio, la som- 
ma dei momenli virtuali di tutte le forze che al mobile si applicano 
direttamente, deve essere nulla quanto alla prima specie dr movi- 
menti, siccome abbiamo dimostrato poc'anzi; e quanto alla seconda 
specie di movimenti virtuali, la medesima somma deve risultare o 
nuRa o negativa, e non mai positiva. Infatti nel caso dt equilibrio 
la risultante delle forze P, P', P", ... , se è diversa da zero, biso- 
gna che agisca secondo la normale e che si diriga contro la super- 
ficie di appoggio ; laonde rispetto ai movimenti virtuali comunque 
inclinati alla superfìcie, Ta lineetta e farà un .ingoio acuto colla di- 
rezione della forza N, la quale è ugnale ed opposla alla risultante 
predetta : sarà dunque positivo il momento virtuale Nn ; e l'equili- 
brio del punto materiale non potrà staro, se non abbia un valore 
negativo la somma dei momenti virtuali P/), Py, P"p", ... , come 
apparisce dalla equazione (?) che vale pel caso presente. 

218. Se il punto materiale non si trova allo stalo di equilibrio, e 
le forze P, P', P", ... hanno una risultante R; è chiaro che si libre- 
ranno tra loro le slesse forze componenti P, P', P",..., e la forza 
— R uguale ed opposta alla risultante. Il perchè essendo r la 
proiezione della \eloeità virtuale sulla direzione della forza risul- 
tante, si avrà Y equazione Vp -f- P'// -+- P"p w 4- .... — Rr = 0, 
ossia 

Rr = Pp py PV' + 

nella quale si contiene il seguente teorema: il momento virtuale deir- 
la risultante di più forze applicate a un punto è uguale alla som- 
ma dei momenti virtuali delle componenti. Ma passiamo a dimo- 
strare il principio delle velocità virtuali per un sistema qualunque 
di punti. 
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219. Dimostrazione del principio nel rn*o di nn »l- 
NtcniR di punii Alla dimostrazione generale del principio delle 
velocità virtuali mettiamo innanzi questa proposizione: sieno A ed A' 
due punti materiali, ed immaginiamo che essi nello stesso tempo 
descrivano rispettivamente gli sparii infinitesimi e, s'; se la loro 
distanza scambievole rimane sempre la stessa, riusciranno uguali 
le proiezioni delle velocità virtuali £ ed e! sopra la retta A A' =* /, 
che congiunge insieme i due punti. 

Si chiamano x, y, z ed a/, t/\ 2' le coordinate rettangolari dei 
due punti; saranno dx, dy, dz e dxf, dì/, dz' le variazioni infinite- 
sime delle medesime coordinate, allorché i punti passano da una 
estremità all'altra delle rette £ ed e'. Ciò posto, dal numero (31. 2°) 
abbiamo la relazione 

la quale differenziata, nella supposizione che la distanza / rimanga 
costante, ci dà 

ma le differenze x — x', y —y', z — 2' rappresentano i lati conti- 
gui di un parallelepipedo rettangolo che ha per diagonale la distan- 
za /; e però espressi con a, 6, c gli angoli che fa la retta AA f cogli 
assi, si hanno (29) i valori 

x — x 1 = / cos a, y — yf = / cos 6, 2 — 2' =t / cos c ; 
sarà dunque 

da cos a-wfy cos cos c^x'cos a-Hfy'eos iH-dz'cos c. 

Di nuovo chiamando a, p, f ed %\ £\ y gH angoli che cogli assi 
coordinati formano rispettivamente le direzioni £ ed £ r , quanto al 
punto A abbiamo i valori 

dx = £ cos a, dy = £ cos rf2 = e cos 

e quanto al punto A' i valori somiglianti 

dxf = e'cos a! , dxf = e'cos d2 f = e'cos / : 
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dunque l'equazione superiore si può trasformare e scrivere in que- 
sto modo 

e(cos a eos a •+- cos b cos £ -H cos c cos y) 
= s'fcos a eos a' -h cos 6 cos -+- cos c cos 7'). 

Le somme chiuse nelle parentesi sono (31.3.°; le espressioni dei 
coseni degli angoli, che le direzioni e ed e' fauno colla reità AA'; 
laonde i due membri della equazione ci esprimono le proiezioni il 1- 
le velocità virtuali 1 ed z' sopra la retta AA', e ci dimostrano così la 
verità jlella |>i («posizione enunciata da principio. 

220. Consideriamo adesso un sistema libero di punti A,A',A",... 
sollecitati dalle forze l\ 1>', P",... il sistema può essere rigido, 0 di 
forma variabile ; e i suoi punii si riguardano come uniti Ira loro 
per mezzo di linee rette, le quali nei differenti casi saranno rigide 
0 flessibili, e congiunte insieme ad angoli costanti 0 variabili : quan- 
do il sistema non e rigido, possono beusì variare le distanze scam- 
bievoli Ira i diversi punti; ma è evidente che stabilitosi una volta 
l'equilibrio, può anche darsi al sistema un tal movimento virtuale, 
pel quale non si alterino nò quelle distanze, nò le forze che nascono 
dai mutui legami dei punti. 

Sia pertanto un sistema libero di tre punti A, A', A" (lig. 132.'); 
e sieno questi punti connessi comunque tra loro per mezzo di linee 
rette, e sollecitati dalle rispettive forze 1\ P\ P": si rappresentino 
pure colle lettere Q, Q\ Q" le azioni che i punti esercitano scam- 
bievolmente gli uni sugli altri, cioè le pressioni 0 le tensioni dei 
lati AA', A' A", A"A;.lc quali forze si sviluppano tutte per la mutua 
connessione dei punti, e nel caso di equilibrio ciascuua agisce ugual- 
mente e in parti opposte su quei punti che sono congiunti colla ret- 
ta corrispondente. Conservandosi intatte le distanze tra i diversi 
punti, supponiamo che venga comunicato al sistema un moto qua- 
lunque infinitesimo: le velocità virtuali dei punti A ed A' avranno 
uguale (219) la proiezione q sopra la retta AA'; così pure sarà co- 
mune ai punti A' ed A" la proiezione q' delle loro velocità virtuali 
sopra la retta A'A", e ai punti A" ed A la proiezione q" sopra la 
retta A*A. Il perchè distinte con p, p', p" le rispettive proiezioni 
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delle medesime velocità sopra le direzioni delle forze P, F, P". 
le condizioni necessarie e sufficienti all'equilibrio dei singoli punii 
saranno contenute (215) nelle equazioni 

Pp + i)q 4- QY *= 0 , 
P y _Q 7 -+- W = 0 , 

e dalla somma di queste equazioni sorgerà la condizione necessaria 
e sufficiente per ? equilibrio di tutto il sistema, la quale si esprime 
colla forinola 

Pp + py py ' -= o , 

ed è riposta in questo che si dilegui la somma algebrica dei mo- 
menti virtuali delle forze. 

221. Vede ognuno che la dimostrazione si adatta ugualmente a 
un sistema composto di un numero qualunque di punti. Che anzi il 
principio si dimostra anche vero, quantunque nei movimento vir- 
tuale subiscano una qualche variazione le distanze tra i punti del 
sistema connessi con rette rigide o con fili flessibili, purché questi 
fili rimangano sempre distesi e non si alteri punto la lunghezza si 
dei medesimi fili, e sì ancora delle rette che formano la connessione 
delle diverse parti del sistema : la ragione si è, perchè sotto la 
detta condizione spariscono sempre i momenti delle forze originate 
dai mutui legami dei punti, allorquando si raccolgono insieme colla 
somma le equazioni parziali dell'equilibrio. 

Ora i punti del sistema si riferiscano a tre assi rettangolari ; e 
la forza P t applicata a uno di questi punti [x, y, z : , si decomponga 
io tre forze X, Y, Z parallele agli assi : saranuo dx, dy, dz le pro- 
iezioni della velocità virtuale del punto sopra le direzioni delle for- 
ze componenti, e si avrà (218). 

?p = Xdx + \dy + ldz. 

Laonde se noi indichiamo colla lettera 1 una somma che abbracci 
tutte le forze del sistema e i loro momenti virtuali, l'equazione ge- 
nerale dell'equilibrio prenderà la forma 
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282. Se nel sistema vi abfefci «ne o più jMinti fissi, ovvéro si bf*- 
poggi alcun pùnto o debba rimanere sopra una curva data o stiperà 
ficie; nelta equazione superiore tèe racebkide in sò il principio 
delie velocità virtuali e risguarda l'equilibrio 4e\ sfatemi ai mo- 
menti delle forze date debbono aggiugnersi i momenti virtuali delle 
pressioni Che esercitano i punti fissi colla propria reazione come 
anche delle resistenze che oppone normalmente la curva t> là super- 
ficie di appoggio. 

Peraltro i momenti di queste forze che nascono dagli ostacoli del 
sistèma, si ridurrebbero a niente e non sarebbero da contòrsi coi 
momenti delle altre forze, so il moto minimo che si attribuisce Yif*- 
tualmente al sistema, rispondesse alle condizioni particolari di que- 
sto ; cioè se in quel movimento i punti fìssi restassero fermi, e gli 
altri punti non si staccassero dalla curva o dalla SUperficlè nella 
quale sono posti. 

Del rimanente noi nella medesima curva o superficie finora non 
abbiamo supposta veruna resistenza secondo la direzione della rat- 
ta o dèi piano tangente , cioè non abbiamo supposto che si eser- 
citi alcuna spècie di attrito : ove questo abbia luogo per qualche 
punto del sistema, e chiaro che deve essère numerato e aggiunto 
alle altre fòrzè, lièi farèì moménti virtuali è l'equazione dell'equi- 
librio. 

223. Applicatone del principio air equilibrio eli un 

sistema rigido. Col principio delle velocità virtuali potremmo 
trovare le equazioni dell'equilibrio proprie di ciascun sistema ; con- 
tentiamoci di applicare il principio all'equilibrio dì un sistema rigido 
e libero. 

Sieno <b, y y z le coordinate rettangolari di un punto qualunque 
A (fig. 133.») del sistema: sia P la forza applicata a questo punto; 
ed X, Y . Z sieno lo componenti della forza parallela ai tre assi. 
Immaginiamo che all' intero sistema vengano comunicali successi- 
vamente tre moli Virtuali secóndo gli assi coordinati, e Ire altri 
moti intorno ai medesimi assi OX, OY, OZ : in (Juerti movimenti 
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infinitesimi ed indipendenti fra loro, la forinola delle %elocità virtua- 
li ci darà sei relazioni tra le forze che saranno appunto le equazioni 
dell'equilibrio. Consideriamo prima il movimento infinitesimo AB se- 
condo l'asse OX. Mentre il sistema è così rimosso dalla sua posizio- 
ne di equilibrio, non variano punto le due coordinale y ez, e perciò 
sono nulle le due quantità dy e dz; la terza coordinata x si cangia 
bensì collo spostamento del sistema, ma la sua variazione dx è la 
slessa per tutti i pui;ti : quindi l'equazione generale (t". 221; ci da- 
rà per l'equilibrio l'equazione speciale o la condizione 

2(X<k) = 0; 

che tolto il fattore dx comune a lutti i termini , diviene semplice- 
mente 

(1) 2(X) = 0. 

Nella stessa manieragli altri movimenti di traslazione, virtuali e 
paralleli agli assi OY ed OZ, ci porgeranno le due equazioni 

(2) 2(10 = 0, i(Z) = 0. (3) 

Quanto al molo di rotazione intorno all' asse OX, pel quale si 
concepisce che il punto A descriva l'elemento circolare AC; rappre- 
sentiamo con w l'angolo DEA, e con r il raggio del circolo D AC , 
ossia la disianza del punto A dall' asse OX. L' angolo infinitesimo 
rfw sarà la misura della rotazione virtuale di tutti i punti; e si a- 
v ranno 

dx ss 0, y = r cos AEF = r sen u>, z = r sen AEF = r cos w : 

quinci ricavandosi i valori 

dy = r coso) du> = s dio , dz = — r sen w rfio = — y rfw ; 

la forinola delle velocità virtuali ci darà la quarta equazione dell'e- 
quilibrio 

2(Ys - ly) dio = 0 , 

la quale, tolto il fattore costante rfw e mutati i segni, si scrive in 
questo altro modo 
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l{ly — li) = 0. 



Nella slessa maniera per mezzo dei moli virtuali di rotazione intor- 
no agli assi OY ed OZ, troveremo dac altre equazioni 



Sicché in fine abbiamo le sei equazioni che si sono già dedolle da 
due altri principii in alili luoghi: le quali equazioni come sono ne- 
cessarie per l'equilibrio di un sistema rigido e libero, così sono an- 
che suflìeieiiti; giacche quando esse si verificano, il sistema non può 
muoversi lungo i tre assi nò intorno ai medesimi, ed è privo per 
conseguenza di ogni movimento di traslazione e di rotazione. 

Si vegga nel numero (209), come d ille sei equazioni generali 
dell'equilibrio di un sistema qualunque rigido e libero, si deducano 
iinraedialamenle le condizioni necessarie e sufficienti per l'equilibrio 
dei diversi sistemi parziali : noi qui vogliamo fare l'applicazione di- 
retta del principio delle velocità virtuali all' equilibrio di due siste- 
mi parziali; cioè all'equilibrio delle forze nella leva e nel piano in- 
clinato, che sono le due macchine semplici alle quali si riducono in 
fine lutte le altre. 

224. Applicazione del principio delle velocita virtua- 
li all' equilibrio della leva e del plano Inclinato. Sieno 
rispettivamente Q, P la potenza e la resistenza, che in un medesi- 
mo piano si applicano alla leva ACB (fig. 134. a ) nei punti A, B; e 
dal fulcro C si conducano i rispettivi perpendicoli CA', CB' sopra le 
direzioni delle due forze: poniamo che la leva si rivolga intorno al 
punto fisso C, sicché le sue estremità in un intervallo infinitesimo 
di tempo descrivano simultaneamente gli archi circolari indefinita- 
mente piccoli AH e BK, i quali hanno per proiezioni sopra le dire- 
zioni delle forze corrispondenti le due rette AH' e BK'. 

Ciò posto, e atteso il principio delle velocità virtuali, per l'equi- 
librio della leva è necessario e suflicientc (222) che si verifichi l'e- 
quazione Q. AH' — P. BK' = 0, e per conseguenza la proporzione 



(3) 



ì(Xz — Za?) = 0 , l(\x - X.7) = 0. 



(6) 
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due piccole rette perpendicolari ai rispettivi raggi CA e CB, si han- 
no le espressioni. 

AH'= AH cos (CAH' - 90°) *= AH sen CAH' Ali sen CAA\ 

BK' n= BK oos (W — CBK') =* BK sen CBB'. 

Dunque nel caso dell'equilibrio sussisterà la proporzione 

Q : P «a BK se* CBB' : Atì s<m CAV ; 

la quale, poiché ai due archi simili BK ed AH si possono sostituire 
i raggi corrispondenti CB e CA, diverrà in fine 

Q : r* m CB' : CA'. 

Ed ecco, mediante il principio delle velocità virtuali, si fa di nuovo 
manifesto, come nella leva la condizione di equilibrio consista in 
questo che la potenza e la resistenza sieno tra loro nella ra§ione 
inversa dei perpendicoli condotti dal fulcro sopra le direzioni del- 
le medesime forze, ovvero che sieno uguali tra loro i momenti del- 
la potenza e della resistenza, presi rispetto al fulcro. 

225. Sia ora P il peso di un corpo, posto sopra il piano inclina- 
to AC (fìg, 135.*) ; e Q sia la potenza che sollecita il corpo ad ascen- 
dere sul piano, ed incontra la direzione verticale del peso nel punto 
D: si chiamino a, p gli angoli che fanno rispettivamente il piano 
inclinato coll'orizzonte, e la direzione della forza Q colla lunghezza 
del piano o con una retta parallela DA'. Se immaginiamo che il cor- 
po sia mosso giusta la lunghezza del piano inclinato, e che in questo 
movimento il punto D percorra uno spazio piccolissimo e secondo la 
retta DA', la condizione dell'equilibrio verrà espressa (216) dalla 
seguente equazione dei momenti virtuali 

Qe cos fi - Pe cos (00° *) » 0; 

conseguentemente nel caso dell' equilibrio si avrà la proporzione 

0 : P = sen a : còs (J , 

vale a dire la potenza starà al peto da sostenersi sopra un piano 
inclinato comi il sano deli inclinazione dei mano ali' ofiuOnte sta 
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al coseno delX angolo che la direzione delia potenza forma colla 
lunghezza del piano. 

Se viene data la diro./ io ne della potenza, la grandezza di questa 
forza nello stalo di equilibrio si determinerà colla forinola 

Q_ p sen a 
~ F c5sl ' 

Facilmente si potrà anche determinare la pressione, che il peso 
equilibrato P esercita contro il piano. Imperocché questa pressione 
deve essere uguale ed opposta alla reazione normale H\ che eserci- 
ta il piano inclinato contro il corpo: ora se noi concepiamo che il 
punto D si muova secondo la retta orizzontale DB', e in un tempo 
infinitamente piccolo descriva uno spazio 5, sarà nullo il momento 
virtuale del peso P, e si avrà (216) l'equazione 

Qò cos (a + p) -~ &' 8 cos (90° — a) = 0 ; 
la quale, risoluta rispetto alla quantità incognita IV, ci darà il 
valore 

H':=Q fOSf * + P) p CQ8(a + g) 

sen i cos (3 

La pressione l\ = IV si eserciterà tutta in un solo punto couUo 
il piano, ove il corpo pesante, per es. una sfera, tocchi in un solo 
punto il piano inclinato. 

226. Quanto alle macchine osserviamo generalmente che equili- 
brandosi in esse a vicenda la potenza Q e la resistenza P, per ra- 
gione del principio delle velocità virtuali riescono uguali tra loro i 
due momenti virtuali Qg e P/> : la stessa uguaglianza è pur da am- 
mettersi tra i momenti attuali delle medesime forze, quando cioè in 
una macchina equilibrata si ecciti per un impulso un moto reale ed 
uniforme, e le diverse parti di essa vengano a concepire dello velo- 
cità attuali e costanti; perchè in questa ipotesi la potenza e la resi- 
stenza continuano sempre a farsi equilibrio, movendosi la macchina 
come se non fosse soggetta all' azione di veruna forza e solo oppo- 
nesse all'impulso iniziale la propria inerzia. Quindi s'inferisce e 
rendesi manifesto ciò che abbiamo asserito nel numero (156): vale 
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a dire che nelle macchine animate da un molo uniforme, la potenza 
e la resistenza stanno fra loro nella ragione inversa degli spazii per- 
corsi in un tempo infinitesimo o finito dai rispettivi punti di appli- 
cazione secondi» le direzioni delle medesime forze; e che pei ciò nel- 
le macchine in moto, il guadagno che si fa nella forza da impiegar- 
si per un dato effetto, va sempre congiunto a una perdila uguale di 
tempo o di velocità. 

Del resto i prodotti O7, Vp della potenza e della resistenza per 
lo spazio percorso dji punti di applicazione in direzione parallela 
alle forze, sono le quantità di azione e si chiamano il lavoro della 
medesima potenza e resistenza: con questo nome si distinguono quei 
due prodotti, per la loro rassomiglianza col lavoro per es. di un uo- 
mo che debba sollevare un peso a una certa altezza; il quale lavoro 
è proporzionale alla grandezza del peso ed all'altezza a cui questo è 
sollevato, e però si misura col prodotto dello slesso peso per lo 
spazio percorso verticalmente secondo la sua direzione. Se la mac- 
china si muove equabilmente, il lavoro della potenza in un dato 
tempo è sempre uguale al lavoro della resistenza, come è chiaro per 
le cose dette di sopra: se poi il molo della macchina è vario, la 
uguaglianza tra il lavoro della potenza e quello della resistenza non 
può aver luogo, se non per tutti quo' periodi 0 intervalli di tempo 
in cui la macchina dalla quiete 0 da un certo grado di velocità tor- 
na nuovamente alla quiete 0 a quel determinalo grado di velocità. 
Ancora è da notare che nelle macchine le resistenze altre sono uti- 
li, come per es. un peso che si debba innalzare; ed altre sono me- 
ramente passive, come per es. 1' attrito che si sviluppa tra le di- 
verse parti in moto: le resistenze della seconda specie non man- 
cano mai nelle macchine; onde in queste il lavoro della potenza riu- 
scirà sempre superiore al lavoro ulile della resistenza. Ma di co- 
siffatte cose tratteremo più diffusamente nella Dinamica : adesso 
prèndiamo a sciogliere due problemi statici, mediante il principio 
delle velocità virtuali. 

207. problema i. Le due estremità di una verga omogenea AB 
(fig. 136.*) sono appoggiate, T una sopra un piano orizzontale 
CA, t altra a un piano verticale CB; e alla estremità inferiore A 
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è applicata una forza Q, diretta orizzontalmente nel piano verti- 
eale che passa per la verga ed ha per normale f intersezione dei 
piani CA e CB: si vuol trovare la posizione di equilibrio. 

Sieno P il peso, e 0 l'inclinazione della verga all'orizzonte nel caso 
di equilibrio; R la reazioue del piano orizzontale nel punto A, ed R' 
quella del piano verticale nel punto B: se immaginiamo che la ver- 
ga giri un poco intorno al suo punto di mezzo, sicché le due estre- 
mità descrivano nel medesimo tempo l' arco infinitesimo s ; appli- 
cando al caso nostro il principio delle velocità virtuali, otterremo 

Q£cos;90° — 0) — He cos o-h Wi cos(90° — 0) = 0, 

ovvero più semplicemente 

Q sen 0 — R cos 0 -f- IV sen 0 = 0. 

A fine di eliminare le due reazioni R ed R', immaginiamo puran- 
co che la verga AB si muova parallelamente a sè medesima, prima 
serondo le rette verticali CB ed AR, e dipoi secondo le rette oriz- 
zontali CA e BR': l'equazione delle velocità virtuali ci darà imme- 
diatamente i valori R = P, R' = Q; e per mezzo di questi valori 
la equazione che abbiamo scritta di sopra, diviene 

2Q sen0-Pcos0=0. 

Onde la posizione di equilibrio, o l' angolo fl, si determinerà colla 
forinola 

tang0=^. 

228. Problema il. Una verga pesante ed omogenea AA'B 
(fig. 131.*) si appoggia colla estremità inferiore a una retta ver- 
ticale, e riposa in X f sopra un punto fisso situato al di sotto della 
medesima verga: si vogliono determinare le pressioni che la verga 
esercita contro la retta e il punto di appoggio, quando siasi messa 
nella posizione di equilibrio. 

Sieno 2a la lunghezza della verga, P il suo peso, e e la sua in- 
clinazione all'orizzonte nel caso di equilibrio : indicando colla lette- 
ra c la distanza del punto fisso dalla retta verticale, cerchiamo le 
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due reazioni R ed R' della medesima retta e del ponto fisso contro 
la verga; alle quali reazioni sono rispettivamente uguali ed opposte 
le due pressioni da determinarsi. 

Supponiamo che la verga sia un poco rimossa dalla sua posizione 
di equilìbrio, sicché venga essa a trascorrere da prima uno spazio 
infinitesimo t giusta la su 1 lunghezza, e da poi con moto a sè pa- 
rallelo un simile spazio p giusta la retta verticale a cui si appoggia: 
le direzioni R ed \\ essendo l ana orizzontale e l'altra perpendi- 
colare alla verga, nei due moti virtuali si avranno distintamente le 
equazioni 

RxeosO — P*senO = 0, R'pcosO — P£=0; 
e quindi risulteranno i due valori 

P 



R — PtangO, R' = 



cosa 



Ci resta a trovare Y espressione delle due quantità cos,6 e tang 0 
per mezzo dei valori dati a e c. A questo fine la verga AB si faccia 
rotare intorno «il punto fisso A\ cosicché l'estremità inferiore A e il 
centro di gravità 0 descrivano nello stesso tempo gli archi infinite- 
simi e ed e': nascerà l'equazione 

Rs cos(90 ù -H0) + ih' cos 0= 0 ; 

' R sen 0 

e quindi attesa l' uguaglianza = che si ricava dal valore di 

R trovato poc' anzi, avremo 

sen*»/ Usenet e' A'O a — AA' a coso — c 



sen'O ( Rsenp \_ _* r A'O a — A 
cos'O \ P cos 0 / 7" ~ A A' ~~ AA' 



Ora da questa equazione si derivano le due espressioui che resta- 
vane a trovarsi ; ciò sono 



coso 



-t*r ■ 
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/ 



l a n gO = V / scc'0-l=v/^-^ v / " 



* 



l'espressione della prima quanlilà cos 0 ci mostra che l'equilibrio 
non può stabilirsi, quando c è maggiore di a; coli' espressione poi 
dell'una quantità e dell'altra i due valori R ed R', notati di sopra, 
divengono 



* 






c * 



$« 2.° 

Di una proprietà dell' equilibrio 
dedotta dal principio delk velocità virtuali. 

229. Proprietà dell* equilibrio In un «lstcma di punti 
in onerale. Supponiamo che in un sistema di punti connessi tra 
loro e sollecitati dalle forze P, l 1 ',..., o dalle rispettive componenti 
X, Y, Z, X', . . . , l'espressione 

sia la variazione o il differenziale esalto di una funzione F delle 
quantità x, y, z, x\ y f , z', . . . , considerale come variabili indi- 
pendenti; cioè supponiamo chp hi detta espressione nasca per la 
sola differenziazione dalla funzione F(x, y, x, #',...): si avrà 

l(Xdx-{-Ydy + Zdz) = dV. 

Quando la funzione F per una certa posizione del sistema assume 
un valore massimo o minimo, sappiamo che diviene allora dF=0; 
dunque in tal caso sussisterà pure l' equazione delle velocità vir- 
tuali 
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l{Xdx-t-\dy-+-ldz) = O t 

e sarà la condizione di equilibrio per il dalo sistema. In questo con- 
siste il principio di Maupertuis o la legge del riposo, la quale si 
enuncia così: se la funzione F è un maximum ovvero un minimum, 
il sistema si trova in una posizione di equilibrio. La proposizione 
inversa non è sempre vera, potendo accadere che si abbia l'equili- 
brio del sistema condF = 0, senza clic perciò sia massima o mini- 
ma la funzione F. 

230. Affinchè abbia luogo la legge del riposo o la proprietà del 
l'equilibrio, l'espressione 

l(Xdx-Jr\dy + ldz) 

deve essere un differenziale esatto, quale lo abbiamo supposto, di 
una certa funzione delle coordinate spettanti ai diversi punti del si- 
stema. Ora una tal condizione si verifica sempre in quella espres- 
sione, quando le forze motrici del sistema si dirigono verso un cen- 
tro fisso e sono funzioni delle distanze dei loro punti di applicazione 
dal medesimo centro. 

Infatti stabilita nel centro delle forze l'origine dello coordinate 
rettangolari, e chiamata p la distanza tra il centro e il punto io cui 
agisce per attrazione o per ripulsione la forza P, saranno 

ili 

P ' P ' P . 

i coseni degli angoli che forma la direzione p della medesima for- 
za coi tre assi ortogonali : quindi le componenti di P parallele agli 
assi si esprimeranno coi prodotti 




e si avrà l' uguaglianza 

p 

Xdx + Ycty-f Idz— — (xdx + y dy -\- z dz) ; 

P 

la quale a cagione del valore 

x dx -H y dy -H * di = p dp 
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che equivale al monomio — P dr, stante la relazione differenziale 
fetaè a tifraé dalla Equazione tìnha 

v - *y ty - s/)' v - »)• = 

Pertanto se le forze del sistema non sono altro che le azioni scam- 
bievoli dei punti, e non dipendono che dalle mutue distanze di que- 
sti, si avrà sempre l'uguaglianza 

2(X Y dy Z dz) = — i(P dr ) ; 

dove la prima espressione, al pari dell'altra 2(Pdr), sarà il diffe- 
rcziale esatto di una funzione delle disianze r, od anche dello coor- 
dinate di lutti i punti del sistema. 

232. Proprietà dell'equilibrio In un sistemi, di ponti 
pesanti. Consideriamo adesso in particolare un sistema di punti 
materiali o di corpi, sottoposti alla sola azione della gravità : indi- 
chiamo con P, P', P", ... i loro pesi; e con z, z', z", ... le distanze 
verticali dei medesimi punti 0 centri di gravità dei corpi da un dato 
piano orizzontale. Se immaginiamo che a lutti i punti venga comu- 
nicato un moto infinitesimo e consentaneo alle condizioni del siste- 
ma; le variazioni dz, dz', dz",... delle sopraddette distanze rap- 
presenteranno le proiezioni delle velocità virtuali sopra le direzioni 
dei pesi, e la condizione dell'equilibrio si esprimerà (220) colla 
forinola 

P dz ~h P'dz* ■+■ P "dz" 4- • • • = 0. 

Ma chiamando z x la distanza del centro di tutti i pesi dal piano 
mentovalo di sopra, abbiamo (58) l'equazione tinita 

• (P -h P' 4- P" -+- . . = Pz + PV -h P"z" -f- ... , 

ed anche l'equazione differenziale 

(P + p' +,p" + ..) dz t = ?dz P'dz' +- P"dx" 4- ... ; 
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dunque quella forinola che racchiude in sè la condizione di equili- 
brio, si riduce a quest'altra 

e ci dà 

(^ = 0,3, = Cost. : 

ciò vuol diro che un sistema di punti o di corpi pesanti sta in equi- 
librio, quante volte il suo centro di gravità rimane alla medesima 
altezza sopra l'orizzonte per ogni moto virtuale e infinitesimo, che 
si attribuisca al medesimo sistema conformemente alle sue condi- 
zioni particolari. 

Questa in sostanza è la legge dell'equilibrio proposta da Torri- 
celli per un sistema di pesi. Dalla quale legge s' inferisce che se 
l'altezza z, è un maximum ovvero un minimum, vale a dire se il 
centro di gravità occupa la più alta o la più bassa posizione tra 
quelle che possono stare coi legami dei punti, allora il sistema pe- 
sante si trova nello slato di equilibrio; perchè in tale ipotesi si ve- 
rifica sempre (LXX) la condizione dz t = 0: viceversa se il sistema 
si trova in equilibrio, l'altezza z t generalmente avrà un valore m;is- ' 
Simo o minimo, e però la posizione del centro di gravità sarà la 
più alta o la più bassa. Dico generalmente; perchè, come ho av- 
vertito poco di sopra in ordine ad altri sistemi, la condizione di 
equilibrio dz i 0 non importa di necessità uu maximum o un mi- 
nimum per la funzione s,. 

233. Equilibrio stabile ed instabile. Nei sistemi che ab- 
biamo consideralo nel numero (229), giusta l'osservazione di La- 
grange, l'equilibrio è stabile od instabile, secondo che la funzio- 
ne F sarà un minimum owero un maximum. Ma in particolare 
in un sistema di punti pesanti, l'equilibrio è sempre stabili' quan- 
do il centro di gravità occupa la posiziono più bassa: ciò vuol 
dire che rimosso per poco il sistema dalla sua posizione di equili- 
brio, tende a tornarvi da sè, e vi ritorna di fatto dopo qualche 
oscillazione; a cagione che il centro di gravità, innalzatosi prima 
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por lo spostamento del sistema, torna poi ad abbassarsi e si ri- 
conduce alla situazione primitiva, ove si lasci il sistema in balìa di 
se medesimo. Così ò stabile l'equilibrio di una bilancia, la quale 
abbia il centro di gravila al di sotto del centro del moto. 

Per contrario quando in un sistema pesante il centro di gravità 
si trova Della posizione più alta, l'equilibrio è istantaneo od instabile; 
in quanto che il sistema, rimosso leggermente da quella sua posi- 
zione, se ne allontana sempre più per l'abbassamento del centro 
che seguita a discendere sino all'infima situazione : così è instabile 
l'equilibrio di una bilancia, la quale abbia il centro di gravità al di 
sopra del fulcro o centro del moto. 

In fine se il centro di gravità, benché non sia collocato nel silo 
più alto o più basso, rimane tuttavia ad una stessa altezza men- 
tre si spostano le diverse parti del sistema ; allora l'equilibrio sus- 
sterà in qualsiasi posizione e si chiamerà equilibrio indi/ferente: 
tale si e l'equilibrio di una bilancia, nella quale il centro di gravità 
coincida col centro del moto. Ecco due problemi relativi all'equili- 
brio dei sistemi pesanti. 

23 i. problema I. Quattro verghe omogenee AB, BC, CD, DE 
• (fig. 138. 8 ) sono unite a vicenda con cerniere nei punti estremi 
B, C, D; e coi termini inferiori A ed E rimangono impegnate in 
due cerniere fisse su di una stessa retta orizzontale: stando lutto 
il sistema neW equilibrio in un piano verticale, ed essendo uguali 
s) le verghe superiori tra loro e sì le due verghe inferiori, si vuol 
conoscere la relazione tra gli angoli, che formano e quelle e que- 
ste colf orizzonte. 

Sieno 2a, ib le rispettive lunghezze delle verghe inferiori e su- 
periori ; P, Q i loro pesi ; ed a, j3 le loro inclinazioni all'orizzonte. 
La distanza del centro di gravità dalla retta orizzontale AE si espri- 
me evidentemente per a sen a quanto all'una o all'altra delle due 
verghe inferiori, e per (2a sen a b sen p) rispetto a ciascuna delle 
due verghe superiori : onde se chiamiamo z t l'altezza del centro di 
gravità di tutto il sistema sopra la medesima retta orizzontale, 
avremo (58) la formola 
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(P + ij)z t = Va sen % -h Q(2a sen i + ft sen p). 

Ora poiché il sistema sta tutto in equilibrio, per un moto virtua- 
le ed infinitosimo deve (232; essere dz i = 0 : dunque quella for- 
inola, dopo che sia stala sottoposta alla differenziazione, ci darà 

(P + 2Q)o cos acf*-f-Q6cosM? = 0; 
e quindi anche 

(P 2Q)a sen a cos a sen £ dz -+- 06 sen a sen p cos p t/p = 0, 
da cui si ricava la relazione 

d & seu * ? 

Oltre a ciò è pur manifesto che la distanza orizzontale AK si rap- 
presenta col binomio 

(ia cos a -+- ih cos p) : 
dunque essendo essa invariabile e nullo il suo differenziale, si avrà 

— - a sen * di — b sen 8 dp — 0 , -? — i- = — 1 ; 

K K 6 sen pei? 

t mediante questo valore, la relazione trovata poc'anzi diviene più 
semplice 

tangi = — I q— ^-tang^. 

Se le verghe fossero tutte uguali tra loro, si avrebbe P e= Q ; 
epperò in questa ipotesi la relazione tra gli angoli a e p viene data 
dalla formola 

tangar=3 tangp , 

la quale esprime l'unica condizione di equilibrio pel sistema pro- 
posto. 

235. problema il. Una verga omogenea AB= 2a (tìg. 139.") 
fi tiene in equilibrio, mediante due piani inclinati CA e CB, at qua- 
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li si appoggia colle sue estremità A e B : cerchiamo se l equilibrio 
sia slabile, ovvero instabile. 

Sieno 6, a ed % le rispettivo inclinazioni della verga e dei piani 
all'orizzonte ; e sì supponga che l'angolo t sia minore dell'ango- 
lo a'. Nel triangolo ABC abbiamo 

AC : 2a = sen ABC : sen ACB = sen(*' - 0): sen (a' a) ; 

onde sarà 

AC = 2« se f',T°\ . 

sen(t ' -f- a) ' 

e quindi la distanza z t = DE-+- AE f tra il centro di gravità della 
verga, e il piano orizzontale in cui giace l' intersezione de' due pia- 
ni inclinati, avrà per espressione 

a sen(a' — 6) 
a sen 0 -+- 2 a J , , — (sena 
senfz' + a) 



= — r-r- — r- sen 0 (sen a' cos a -4- cos a' sen a ) 
sen(a'-f-a)L ' 

+ 2 (sen a' cose — cos a' sen 0) sen aj 

= ggp^^j j^sen («f — a) sen 6 -f 2 sen a' sen a cos 0 J . 

Questa distanza, atteso l'equilibrio della vergai, deve avere un dif- 
ferenziale nullo; e a cagione del fattore costante — r^— — r , divie- 

° sen (a' 4- a) ' 

ne un maximum o un minimum insieme colla funzione 

sen (a' — a) sen e 4- 2 sen x'sen a cos 6. 

Ora le derivate di questa funzione, rispetto alla variabile 0, sono 
pel primo e secondo ordine 

sen (a' — a)co*e — 2sena f senasene, 

— sen (a' — a) sen 8 — 2 sen a' sen a cos 0 ; 
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e di cotali derivate la prima che deve essere nulla insieme con 
<Ji t , ci somministra il valore 

sen(,'-*) 
° 2 sen a'sen a 

per cui mezzo si determina la posizione di equilibrio, ossia l' ango- 
lo 0 <90°; la seconda poi pel valore 6 <90 - riesce negativa, e così 
ci dimostra che pel medesimo valore è un maximum la funzione pri- 
mitiva, e con questa anche la distanza % x . Per la qual cosa il cen- 
tro di gravità della verga equilibrata si trova alla massima altezza 
fiull' orizzonte, e però l' equilibrio ò istantaneo ed instabile. 
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